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DÉFINITIONS. 

appelle  corps  ou  substance  matérielle  ^ 
tout  ce  qui  est  capable  d’affecter  nos  sens. 

Les  corps  se  divisent  en  solides  et  fluides». 
Un  corps  est  solide  lorsque  les  molécules 
qui  le  composent  sont  adhérentes  , et  ne 
peuvent  être  séparées  les  unes  des  autres 
sans  effort  ; de  ce  nombre  «ont  les  métaux , 
les  pierres  , les  bois...  , etc.  Il  est  fluide 
lorsque  toutes  ses  molécules  peuvent  au 
contraire  être  séparées  avec  la  plus  grande 
faoilité.  Tels  sont  l’eau  > l’air....,  etc. 
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2 Traité  Élémentairi 

Tous  les  corps  sont  mobiles  , c’est-à-dire 
qu’ils  peuvent  être  transportés  d’un  lieu  dans 
un  autre.  On  dit  qu’un  corps  est  en  repos  , 
quand  toutes  les  parties  qui  le  composent 
restent  chacune  dans  le  même  lieu  ; et  l’on 
dit  qu’il  est  en  mou'venien.t , lorsqu’il  change 
de  place , ou  lorsque  les  parties  dont  il  est 
comi  O lé  passent  d’un  lieu  dans  un  autre. 

L n corps  en  repos  ne  peut  entrer  en  mou- 
vement , et  lorsqu’il  est  en  mouvement , il 
ne  pei  t changer  la  manière  dont  il  se  meut, 
sans  l ac  tiou  de  quelque  cause  , à laquelle 
on  donne  en  général  le  nom  de  Force  ou 
de  Puissance. 

On  considère  dans  une  force  ; i'^.  sa  grcin- 
cïeur , c’est-à-dire  , l’effort  qu’elle  fait  pour 
mouvoir  le  corps  , ou  le  point  du  corps  , 
auquel  elle  est  appliquée  : 2®.  sa  direction , 
c’est-à-dire  , la  ligne  droite  suivant  laquelle 
elle  tend  à mouvoir  le  point  du  corps  sur  le- 
quel elle  agit. 

Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées 
à un  même  corps , il  peut  arriver  deux  cas  : 
ou  ces  forces  se  contrebalancent  et  se  détrui- 
sent réciproquement , alors  on  dit  qu’elles  se 
font  équilibre  , et  le  corps  reste  en  repos  ; 
©U  bien  en  vertu  de  l’action  de  toutes  ces 
forces,  le  corps  entre  en  mouvement. 
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DE  S’fAT^IQUE. 

D’après  cela,  on.  appelle  Mcchani'qiie , 
la  science  qui  a pour  objet  de  connoîîre 
l’efFet  que  doit  en  général  produire  sur  un 
corps  l’application  de  forces  déterminées.  ^ 
Cette  science  se  divise  en  deux  parties;  la 
première  considère  les  rapports  que  les  for- 
ces doivent  avoir  en  grandeurs  , et  en  direç- 
tioRâ  pour  être  en  équilibre  , et  on  ra]>pello 
iStatique  ; la  seconde  à laquelle  on  donne 
le  nom  de  Dynamique  reclierche  la  manière 
dont  le  corps  se  meut , lorsque  ces  forces 
ne  se  détruisent  pas  entièrement. 

Chacune  de  ces  parties  se  divise  encore 
elle-même  en  deux  autres,  selon  que  le  corps 
auquel  on  suppose  que  les  forces  sont  appli- 
quées , est  solide  ou  fluide.  La  partie  de  la 
Statique  qui  traite  de  l’équilibre  des  forces 
appliquées  à des  corps  solides  , se  nomme 
simplement  Statique , ou  Statique  propre- 
ment dite  ; et  on  appelle  Hydrostatique  celle 
qui  a pour  objet  l’équilibre  des  forces  ap- 
pliquées aux  différentes  molécules  d’un 
corps  fluide. 

Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  Traité 
que  de  la  première  de  ces  deux  parties , 
c’est-à-dire,  de  la  Statique  proprement  dite. 
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chapithe  l 

'De  la  composition  et  de  la  décomposition 
des  forces, 

Fig.t,  1.  Ijorsf/idiiJie  force  P , appliquée  à un 
point  déterminé  C d'un  corps  solide  AB  , 
t'ite  , ou  poussa  ce  corps  suivant  une  direction 
quelconque  CF ; il  doit  être  permis  de  consi- 
dérer cette  force  comme  si  elle  était  immédia- 
tement appliquée  à tout  autre  point  D du 
corps  , pris  sur  la  direction  de  cette  force. 

Car  tous  les  points  du  corps  qui  sont  sur 
la  droite  CF  ne  pouvant  ni  se  rapprocher  , 
ni  s’éloigner  les  uns  des  autres  , aucun  d’eux 
ne  peut  se  mouvoir  suivant  cette  droite  , sans 
faire  mouvoir  tous  les  autres  de  la  même  ma- 
nière que  si  la  force  leur  étoit  immédiate- 
ment appliquée. 

Il  doit  même  être  permis  de  considérer  la 
force  P comme  si  elle  étoit  appliquée  à tout 
autre  point  G , pris  au  dehors  du  corps  ^ sur 
sa  direction , pourvu  que  ce  point  soit  inva- 
riablement attaché  au  corps. 

2.  Il  suit  delà  que  si  sur  la  direction  de  la 
force  P il  se  trouve , ou  en  dedans  du  corps 
un  point  fixe  D , ou  en  dehors  un  obstacle 
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immobile  G , pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  , 
l’obstacle  soit  invariablement  attaché  au  corps, 
la  force  sera  détruite , et  le  corpi  restera  eu 
repos  ; car  on  pourra  regarder  cette  fore© 
comme  immédiatement  appliquée  au  point 
fixe  , et  son  effet  sera  détruit  par  la  i:ésistance 
de  ce  point. 

5.  Réciproquement  si  la  force  P , appli’ 
quée  au  corps  AB , est  détruite  par  la  résis- 
tance d’un  seul  point  fixe  , ce  point  se  trouve 
sur  la  direction  de  la  force  ; car  ce  point  ne 
peut  détruire  l’effet  de  la  force  qu’en  s’oppo- 
sant au  mouvement  du  point  d’application  C ; 
et  il  ne  peut  empêcher  ce  mouvement  à moins 
qu’il  ne  soit  sur  la  droite  que  la  force  tend  à 
faire  parcourir  au  point  d’application. 

AXIOMES. 

I. 

4.  Un  point  ne  peut  aller  par  plusieurs 
chemins  à la  fois. 

5.  Donc  , lorsque  plusieurs  forces  , diffé- 
remment dirigées  seront  appliquées  enméme- 
tems  à un  même  point,  ou  ce  point  restera 
en  repos  , ou  il  se  mouvra  par  un  seul  che- 
min , et  par  conséquent  de  la  meme  manière 
que  si  il  étoit  poussé  ou  tiré  par  une  foroe 
unique  dirigée  suivant  ce  chemin  , et  capa- 
ble’du  même  effet. 

A % 
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Traité  Élémentaire 
6.  Ainsi , quelques  soient  le  nombre  et 
les  directions  des  forces  appliquées  en  même 
tems  à uii  même  point , il  existe  toujours  une 
fo  rce  unique  qui  peut  le  mouvoir  , ou  tendre 
à le  mouvoir  de  la  même  manière  que  toutes 
ces  forces  ensemble  ; cette  force  unique  se 
noumiG  la  résultante  des  premières  , et  cel- 
les-ci par  rapport  à la  résultante  se  nomment 
forces  composantes. 

L’opération  par  laquelle  on  cherche  la  ré- 
sultante de  plusieurs  forces  composantes  don- 
nées , se  nomme  la  composition  des  Jorces  \ et 
celle  par  laquelle  on  trouve  les  composantes  , 
lorsqu’on  connoit  la  résultante  , se  nomme 
la  décomposition  des  forces. 

I I. 

y.  Deux  forces  égales  et  directement  op- 
posées^ appliquées  en  même- tems  à un  même 
point , se  détruisent , et  se  font  équilibre. 

lléciproquement  lorsque  deux  forces  se 
font  équilibre  elles  sont  égales  et  directement 
opposées. 

8.  Donc  si  plusieurs  forces  , différemment 
dirigées  sont  appliquées  à un  même  point, 
pour'  leur  faire  équilibre  , c’est-à-dire  , pour 
détruire  l’effet  de  leur  résultante  , il  faut 
appliquer  à ce  point  une  force  unique  égale 
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à cette  résultante  et  qui  lui  soit  directement 
opposée  ; ou  appliquer  plusieurs  forces  dont 
la  résultante  soit  égale  et  directement  oppo- 
sée à la  résultante  des  premières. 

g.  Réciproquement  , lorsque  plusieurs  for. 
ces , différemment  dirigées  , et  appliquées  à 
un  même  point , sont  en  équilibre  , leur  ré- 
sultante est  nulle  , ou  , ce  qui  revient  au  me- 
me , Tune  quelconque  de  ces  forces  est  égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  de 
toutes  les  autres  ; ou  enfin  la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  ces  forces  est  égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  de 
toutes  les  autres. 

III. 

10.  Si  plusieurs  Joj'ces  , appliquées  à un 
même  point,  ont  la  uiênie  direction  et  agis- 
sent dans  le  même  sens  , elles  produisent  sur 
ce  point  le  même  ejfet  quune  force  unique, 
qui  seroit  égale  à leur  somme  , qui  aurait 
la  même  direction  , et  qui  agirait  dans  le 
même  sens  ; par  conséque4it  cette  force  uni- 
que est  leur  résultaiite. 

11.  Donc  , pour  faire  équilibre  à toutes  ces 
forces  , il  faut  appliquer  au  même  point  et 
dans  le  sens  directement  opposé  une  force 
égale  à leur  somme  ; car  cette  force  sera 
égale  et  directement  opposée  à leur  résultante. 

A 4 
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12.  Il  suit  delà  que  si  deux  forces  iné- 
gales sont  appliquées  à un  même  point  dans 
des  sens  directement  contraires  , leur  résul- 
tante est  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  gran- 
de , et  est  égale  à leur  différence.  Car  la  plus 
grande  de  ces  deux  forces  peut  être  regar- 
dée comme  compensée  de  deux  autres  forces 
dirigées  dans  le  même  sens  qu’elle  , dont  l’une 
seroit  égale  à la  plus  petite  , et  dont  l’autre 
seroit  égale  à la  différence  ; or  de  ces  deux 
dernières  forces,  la  première  est  détruite  par 
la  plus  petite  (7)  ; donc  il  ne  reste  plus  , pour 
mouvoir  le  point  , que  la  différence  , qui 
est  dirigée  dans  le  meme  sens  que  la  plus 

10.  9S'.  Que  si  tant  de  forces  qu’on  voudra 
sont  appliquées  à un  même  point  ; les  unes 
dirigées  dans  un  sens  , et  les  autres  dans  le 
«eus  directement  opposé,  après  avoir  fait  la 
somme  de  toutes  celles  qui  agissent  dans  un 
des  deux  sens , et  la  somme  de  toutes  celles 
qui  agissent  dans  le  sens  contraire  la  résYil- 
tante  de  toutes  ces  forces  est  égale  à la  diffé- 
rence de  ces  deux  sommes  (12),  et  est  diri- 
gée dans  le  seps  de  la  plus  grande. 

14.  Donc  , pour  faire  équilibre  à toutes  Ces 
forces,  il  faut  appliquer  au  même  point  , et 
dans  la  direction  de  la  plus  petite  des  deux 
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sommes  , une  force  égale  à la  différence  de 
ces  sommes.  Car  cette  force  sera  égale  et  di- 
rectement opposée  à leur  résultante. 

THÉORÈME. 

i5.  iSV,  r/iix  extrémités  d’une  droite  in^  Fig. 
flexible  A /? , sont  appliquées  dfux  forces 
égales  P ^ dont  les  directions  AP,  BQ 
soient  parallèles  entre  elles , et  qui  agissent 
dans  le  même  sens  ; 

1°.  ha  direction  de  la  résultante  B de  ces 
deux  forces,  est  parallèle  aux  droites  AP  , 
BQ,  et  passe  par  le  milieu  de  AB. 

Cette  résultante  est  égale  à la  somme 
P-hQ  des  deux  forces, 

DéMONSTjiATJON.  P Partie.  Soit  une  autre 
droite  inflexible  DE  , perpendiculaire  aux  di- 
rections des  deux  forces  , et  attachée  invaria- 
blement à la  droite  AB  ; et  soient  prolongées 
les  directions  des  deux  forces  P,  Q,  jusqu’à 
ce  qu’elles  coupent  cette  droite  aux  deux 
points  D , E ; on  pourra  supposer  que  ces 
deux  forces  sont  appliquées  aux  points  D , E. 
Cela  posé  , soit  divisée  DE  en  deux  parties 
égales  au  point  C , et  soit  placé  en  C , du 
côté  vers  lequel  les  forces  tendent  à mouvoir 
cette  droite  , un  obstacle  invincible  ; il  est  évi- 
dent que  la  droite  DE  ne  prendra  aucun 
mouvement , parce  que  , tout  étant  égal  de 
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part  et  d’autre  de  l’obstacle  C , il  n’y  aura 
pas  de  raison  pour  qu’une  des  deux  forces 
l’emporte  sur  l’autre  ; donc  la  résultante  des 
forces  P , Q sera  détruite  par  la  résistance  de 
l’obstacle  C ; donc  la  direction  de  cette  résul- 
tante passera  par  le  point  C (3).  Mais  si  l’on 
menoit  toute  autre  droite  inflexible  GH  , pa- 
rallèle à DE , et  terminé  en  G , H,  aux  direc- 
tions des  deux  forces  P , Q ; on  démontre- 
roit  de  meme  que  la  direction  de  la  résultante- 
de*  ces  deux  forces  passe  par  le  milieu  I de 
cette  droite  ; donc  cette  direction  passe  , en 
méme-tems  , par  les  deux  points  C , I ; donc 
elle  est  également  éloignée  de  celles  des  deux 
forces  P,  Q , et  leur  est  parallèle  : donc  elle 
passe  par  le  milieu  de  AB. 

11°  Pai'tie.  La  direction  des  deux  forces 
P,  Q , et  celle  de  leur  résultante  R étant  pa- 
rallèle , on  peut  les  regarder  comme  con- 
courant en  un  même  point  infiniment  éloigné, 
et  les  deux  forces  P , Q comme  appliquées 
toutes  deux  à ce  point  ; or  la  résultante  de 
deux  forces  appliquées  à un  même  point  est 
égale  à leur  somme  (lo)  ; donc  la  résultante 
des  deux  forces  P , Q est  égale  à la  somme 
P-f-Q  de  ces  deux  forces. 

Corollaire  I. 

i6.  Donc  , pour  faire  équilibre  aux  deux 
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forces  P,  Q,  il  faut  appliquer  au  milieu  K 
de  la  droite  AB  une  troisième  force  égale  à 
leur  somme  , qui  agisse  en  sens  contraire  , et 
dont  la  direction  soit  parallèle  aux  droites 
AP  , BQ  ; car  celte  troisième  force  sera  égale 
et  directement  opposée  à leur  résultante.. 

Corollaire  IL 

ly.  Si,  après  avoir  divisé  une  droite  inflexi- 
ble en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
les, on  applique  à tous  les  points  de  division 
des  forces  égales,  et  dontles  directions  soient 
parallèles  entre-elles,  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  passera  par  le  milieu  de  la  droite , 
suivant  une  direction  parallèle  à celle  des 
forces  , et  sera  égale  à leur  somme  totale. 

Car  toutes  les  résultantes  particulières  de 
ces  forces  , considérées’  deux  à deux , et  pri- 
ses à égales  distances  du  milieu  de  la  droite, 
passeront  par  le  milieu  (i5) , suivant  cette  di- 
rection , et  chacune  d’elles  sera  égale  à la 
somme  des  deux  forces  qui  la  composeront  ; 
donc  (lo)  la  résultante  générale  passera  aussi 
par  le  milieu,  suivant  la  meme  direction , et 
sera  égale  à la  somme  de  toutes  les  résultantes 
particulières  , c’est-à-dire  , à la  somme  de 
toutes  les  forces  composantes. 


Fig.  4. 
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THÉORÈME. 

18.  Si  aux  extrémités  d' laie  droite 
hle  yiB  sont  apidujuèes  deux  forces  inéga- 
les P , Ç>  , dont  les  directions  AP.,  BO  soient 
jinraUeJes  entre  elles  , et  qui  assissent  dans 
le  meme  sens  ; 

1®.  Pa  résultante  B de  ces  deux  forces  est 
affale  à leur  somme.,  et  sa  direction  est  pa- 
rallèle à celles  de  ces  forces, 

2°,  Pc  point  C d’application  de  la  résul- 
tante , parta f!^e  la  droite  AB  en  deux  parties 
réciproquement  proportionnelles  aux  deux 
forces^  de  manière  que  l’on  a., 

P : Q : : BC  : AC. 

Démonstration.  P Partie.  Soit  divisée  la 
droite  AB  par  le  point  D en  deux  parties  di- 
l'ectement  proportionnelles  aux  deux  forces 
P,  Q , en  sorte  que  Ion  ait. 

P : Q : : AD  : DB  , 

Soit  prolongée  de  part  et  d’autre  la  droite 
inflexible  , de  manière  que  AE  soit  égale  à 
AD , et  que  BF , soit  égale  à BD  ; et  conce- 
vons que  les  deux  forces  P,  Q soient  unifor- 
mément distribuées  à tous  les  points  de  la 
droite  EF,  et  suivant  des  directions  parallè- 
les à celles  de  ces  deux  forces  ; il  est  évident 
que  la  force  P sera  distribuée  sur  la  partie 
DE  de  la  droite  inflexible  , et  que  la  force 
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sera  distribuée  sur  la  partie  DF.  De  plus 
la  force  P sera  la  résultante  de  toutes  les 
forces  distribuées  sur  ED  (17)  , et  la  force 
Q sera  celle  de  toutes  les  forces  distribuées 
sur  DF  ; donc  la  lésultante  générale  de  tou- 
tes les  forces  distribuées  sur  la  droite  entière 
EF  sera  la  même  que  celle  des  deux  forces 
P , Q.  Or  cette  résultante  générale  passe  par 
le  milieu  G de  la  droite  EF  , suivant  une 
direction  parallèle  à celles  des  composantes, 
et  est  égale  à leur  somme  (17)  ; donc  la  ré- 
sultante des  forces  P , Q est  égale  à leur  som- 
me , et  sa  direction  , qui  d'ailleurs  passe  par 
le  point  G , est  parallèle  à celle  de  ce$  mé-r 
mes  forces. 

11^  Partie.  La  droite  AB  étant  la  moitié 
de  EF  , on  a AB=EC  : et  retranchant  de  ces 
deux  quantités  la  partie  commune  AC , on  a 
BC— EA=AD.  Pareillement  on  a AB=:CF  , 
et  retranchant  la  partie  commune  CB  , on  a 
AC=BF=DB  : donc  , puisque  Ton  a par  supr 
position  P : Q : : AD  : DB  , on  aura  aussi 
P : Q : : BC  : AC.  Or  nous  venons  de  voir 
que  la  résultante  des  deux  forces  P , Q , 
passe  par  le  point  C ; donc  le  point  d'ap- 
plication de  cette  résultante  partage  la  droite 
AB  en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  deux  forces. 
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Corollaire  I. 

I 

ig.  Donc  , pour  faire  équilibre  aux  deux 
forces  P , Q , il  faut  diviser  la  droite  AB  au 
point  C en  deux  parties  réciproquement  pro- 
portionnelles à ces  deux  forces  , et  appliquer 
au  point  C une  troisième  force  é^ale  à la 
somme  P-f-Q , qui  agisse  en  sens  contraire  , et 
dont  la  direction  soit  parallèle  à celle  des  deux 
forces  P , Q. 

Remarque. 

20.  Si  le  rapport  des  forces  P , Q , et  la 
longueur  de  la  droite  AB  etoient  données 
en  nombres  , et  qu’on  voulût  trooiver  les  dis- 
tances du  point  C aux  points  A , B , la  pro- 
portion 

P : Q : : BC  : AC 

ne  pourroit  pas  être  employée  directement , 
parce  qu’on  ne  connoitroit  dans  cette  pro- 
portion que  les  deux  premiers  termes  ; mais 
il  est  facile  d'eii  déduire  celle-ci. 

P-+-Q  : Q : : BC-hAC  : AC 

qui , à cause  que  BC-hAC  est  égal  à AB , 
devient  : 

P-^-Q  : Q : : AB  ; AC 

dans  laquelle  on  connoît  les  trois  premiers 
termes. 
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On  troiiveroit  la  distance  BC  par  cette 
autre  proportion 

p_l_Q  : P : : AB  : BC 
qui  se  déduit  de  même  de  la  première. 

'Corollaire  IL 

I 

21.  Lorsqu’une  force  unique  B.  est  appli-  < 
quée  à un  point  C d’une  droite  inflexible,' 
on  peut  toujours  la  décomposer  en  deux  au- 
tres P,  Q,  qui  étant  appliquées  à deux  points 

A,  B,  donnés  sur  la  meme  droite  , et  qui 
étant  dirigées  parallèlement  à RC,  produisent 
le  même  effet  j et  l’on  trouve  les  grandeurs 
des  deux  forces  P,  Q,  en  partageant  la  for- 
ce R en  deux  parties  réciproquement  pro- 
portionnelles aux  droites  AC , CB , aux  moyens 
des  deux  proportions  suivantes 
AB  : BC  : : Pl  : P 
AB  ; AC  : : R : Q. 

Dans  chacune  desquelles  on  connoît  les 
trois  premiers  termes.  Car  la  résultante  des 
deux  foiceS'P,  Q , a la  même  grandeur  et 
la  même  direction  , et  agit  dans  le  même  sens, 
que  la  force  R. 

Corollaire  II  L 

22.  Tout  étant  dans  la  figure  5 , comme  pig, 
dans  la  précédente , si  l’on  applique  au  point , 
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C de  la  droite  ÀB  une  force  S égale  et  di- 
rectement opposée  à la  résultante  des  deux 
forces  P , Q , de  manière  que  l’on  ait  S— 
R— P-4-Q  ; les  trois  forces  P , Q , S seront 
en  équilibre  (19)  , et  chacune  des  deux  for- 
ces P , Q pourra  être  regardée  comme  égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  des 
deux  autres.  Donc  la  résultante  des  deux  for- 
ces S , Q , dont  les  directions  sont  parallèles  ^ 
et  qui  agissent  en  sens  contraires  , est  une 
force  P égale  et  directement  opposée  à la  for- 
ce P.  Or  la  force  P est  égale  à la  différence 
des  forces  S , Q , et  agit  dans  le  sens  con- 
traire à la  plus  grande  S de  ces  deux  forces  ; 
donc  , la  résultante  p des  deux  forces  S , 
Q,'est  égale  à leur  différence  S — Q,  et  elle  agit 
dans  le  sens  de  la  plus  grande  , suivant  une 
direction  parallèle  à celles  de  ces  deux  forces. 

De  plus  , on  a P-P-Q  ou  S : Q : : AB  : 
AC  (20). • 

Donc  'jP.  , les  distances  du  point  A d’appli- 
cation de  cette  résultante  aux  deux  points 
C,  B,  sont  réciproquement  proportionnelles 
aux  forces  S , Q. 

Remarque. 

23.  Si  les  rapports  de  deux  forces  S,  Q, 
et  la  longueur  de  la  droite  BC  oloient  donnés 
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en  nombres,  et  qu’on  voulut  trouver  les 
distances  du  point  A aux  points  B,  C,  la  pro- 
portion précédente  ne  pourroit  pas  être  em- 
ployée directement , parce  qu’on  ne  connoî- 
troit  dans  cette  proportion  que  les  deux  pre- 
miers termes;  mais  il  est  facile  d’en  déduire 
celle-ci. 

S — Q : Q : : AB — AC  ou  BC  : AC  dans 
laquelle  onconnoîtles  trois  premiers  termes. 

On  trouveroit  la  distance  AB  par  cette 
autre  proportion. 

S — Q : S : : AB — AC  ou  BC  : AB  qui  se 
déduit  de  même  de  la  première. 

Corollaire  IV. 

fL4.  Si  les  deux  forces  S , Q , dont  les  direc- 
tions sont  parallèles,  et  qui  agissent  en  sens 
contraires,  sont  égales  entre-ellf^s , 1*^,  leur 
résultante  P qui  est  égale  à S — Q(î^2)  devient 
nulle  ; 2®.  dans  la  proposition  S — Q . Q ; ; 
BC  : AC  le  second  terme  étant  infiniment 
grand  par  rapport  au  premier  qui  est  nul, 
le  quatrième  terme  AC  est  aussi  infiniment 
grand  par  rapport  au  troisième.  Donc  le  point 
A d’application  de  la  résultante  P , est  à une 
distance  infinie  du^point  C.  Donc  , pour  faire 
équilibre  aux  deux  forces  S , Q , il  faudroit 
appliquera  la  droite  inflexible  une  force  nulle 
et  dont  la  direction  passât  à une  distance 
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infinie;  ce  qui  n’est  pas  absurde,  mais  ce  qui 
ne  peut  s’exécuter. 

On  voit  donc  qu’il  est  impossible  , au 
moyen  d’une  force  unique  , de  faire  équilibre 
à deux  forces  égales  , dont  les  directions  sont 
parallèles  et  qui  agissent  en  sens  contraires; 
mais  au  moyen  des  deux  forces  on  peut  leur 
faire  équilibre  d’une  infinité  de  manières. 

PROBLÈME. 

Fig.  6.  25.  Un  nombre  quelconque  de  forces  P , , 

Ç,  R,  S....  etc.  dont  les  directions  sont  pa- 
rallèles, et  qui  agissent  dans  le  même  sens  ^ 
étant  appliquées  à des  points  ^ Cf 
D....  etc. , donnés  de  position  , et  liés  entre 
eux  d*une  maniéré  încariahle  ; déterminer 
la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

Solution.  Considérant  d’abord  deux  quel- 
conques de  ces  forces , telles  que  P et  Q , on 
déterminera  leur  résultante  T (20)  ; cette  ré- 
sultante sera  égale  à P-f-Q  , sa  direction  sera 
parallèle  à celle  des  deux  forces  P , Q , et 
l’on  trouvera  son  point  d’application  E par 
la  proportion  suivante 

P_I_Q  ; Q ; AB  : AE. 

. A la  place  des  deux  forces  P,  Q , on  subs- 
tituera leur  résultante  T , puis  ayant  mené 
la  droite  EC,  on  déterminera  la  résultante 
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V des  deux  forces  T,  R;  cette  résultante  V 
sera  aussi  celle  des  trois  forces  P , Q , R ; sa 
grandeur  sera  T-+-R  ou  P-l-Q-t-R  , et  l’on 
trouvera  sur  EC  son  point  d’application  F 
par  la  proportion, 

T-f-R  ou  P-f-Q-i-R  : R : ; EC  : EF. 

A la  place  des  trois  forces  P,Q,  R,  on 
substituera  leur  résultante  V , et  après  avoir 
mené  la  droite  FD  , on  trouvera  la  résultante 
X des  deux  forces  Y , S ; cette  résultante  X 
I sera  aussi  celle  de’s  quatre  forces  P,  Q,  R, S; 
sa  grandeur  sera  V-}-S , ou  Ph-Q-hPh-S  , et 
l’on  trouvera  sur  FD  son  point  d’application 
G par  la  proportion,  ‘ 

' V-f-S  , ou  P+Q-f-R-f-S  : S : : FD  : FG. 

En  continuant  ainsi  de  suite,  on  trouvera 
la  position  de  la  résultante  générale  de  toutes 
les  forces,  en  quelque  nombre  qiFelles  soient; 
et  la  grandeur  de  cette  résultante  sera  égale 
à la  somme  de  toutes  ces  forces. 

Corollaire  I.  < 

26.  Donc,  en  supposant  que  le  point  G 
soit  lié  au)î  autres  points  A,  B,  G,  D....  d’une 
mamére  invatiable,  ob  fera  équilibre  à toutes 
les  forces  P,  Q,R,  S....  en  appliquant  au 
point  G une  force  dont  la  direction  soit  yja- 
rallele  à celles  des  premières  ; qui  agisse  en 
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sens  contraire , et  qui  soit  égale  à leur  somme 
iP  H— Q-f— R-+-S. . • • 

Corollaire  II. 

27.  Si  parmi  les  forces  P , Q , R , S....  dont 
les  directions  sont  parallèles,  les  unes  agis- 
/ soient  dans  un  sens,  et  les  autres  dans  le  sens 
contraire,  on  détermineroit  d^’abord  (2  5),  la 
résultante  particulière  de  toutes  celles  qui 
agiroient  dans  un  sens  , et  ensuite  la  résid- 
tante  particulière  de  toutes  celles  qui  agiroient 
dans  le  sens  contraire.  Par-là  toutes  les  for- 
ces seroient  réduites  à deux  autres  agissant 
en  sens  opposés  ; et  en  déterminant  par  le 
procédé  de  Tarticle  (23)  la  résultante  de  ces 
deux  dernières  forces , on  auroit  la  résultante 
générale  , et  par  conséquent  la  force  qui, 
appliquée  en  sens  contraire,  feroit  équilibre 
à toutes  les  forces  proposées. 

La  résultante  générale  étant  égale  à la  dif- 
férence des  deux  résultantes  particulières  (22) , 
et  chacune  de  celles-ci  étant  égale  à la  som- 
me de  celles  qui  la  composent  (20),  il  s’ensuit 
que  la  résultante  générale  est  égale  à Texcès 
de  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  un 
sens,  sur  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  contraire. 
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C0R0LLA1R£  III. 

28.  Si  les  forces  P,  Q , B. , S....,  sans  cesser 
d'étre  parallèles , et  sans  changer  de  grandeurs  , 
a voient  une  autre  direction  et  devenoient 
P , ç , r , résultante  t des  deux  premiè- 

res passeroit  également  par  le  point  E et 
seroit  égale  à la  somme  Pareillement 

la  résultante  'U  des  trois  forces yu,  pas- 

serolt  encore  par  le  point  F,  et  seroit  égale 
à la  somme  p-\-q-\-r.  De  même  la  résultante 
X des  quatres  forces  p ^ q ^ s,  passeroit  en- 
core par  le  point  G,  et  seroit  égale  à la  som- 
me p-hq-{-r-\-s;  et  ainsi  de  suite.  Donc  la  ré- 
sultante générale  de  toutes  les  forces  p,  q , r , 
s , passeroit  encore  par  le  même  point  que  la 
résultante  générale  des  premières  forces  P , 
Q , B , S....  etc. 

On  voit  donc  que  quand  les  grandeurs  et 
les  points  d’application  de  forces  parelle- 
les  restent  les  mêmes,  la  résultante  de  ces 
forces  passe  toujours  par  un  certain  même 
point,  quelque  puisse  être  leur  direction  ; et 
la  grandeur  de  cette  résultante  est  toujours 
égale  à leur  somme. 

Le  point  par  lequel  passe  toujours  la  résul- 
tante des  forces  parallèles  , quelque  soit 
leur  direction , se  nomme  centre  des  forces 
parallèles. 

B5 
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Il  est  facile  de  voir  que  si  les  points  d’ap- 
plication A,  B,  C , D....  des  forces  parallèles 
P,  Q,  R , S....  sont  dans  un  même  plan  , le 
centre  de  ces  forces  est  aussi  dans  ce  plan  ; 
car  ce  plan  contient  la  droite  AB , et  par 
conséquent  le  point  E de  cette  droite,  qui 
est  le  centre  des  forces  P,  Q : Il  contient  de 
même  la  droite  EG  , et  par  conséquent  le 
Centre-  F des  forces  P,  Q,  R : Il  contient  la 
droite  FD  et  par  conséquent  le  centre  G des 
forces  P,  Q,  R,  S ; et  ainsi  de  suite. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  si 
les  points  d’application  sont  sur  une  même 
ligne  droite  , le  centre  des  forces  parallèles 
est  aussi  sur  cette  droite. 

THÉORÈME. 

20.  Deux  forces  appliquées  à un  mêmè 
corps  ne  peuvent  avoir  une  résultante  , à 
moins  que  leurs  directions  ne  concourent  en 
un  même  points  et  par  conséquent  ne  soient 
comprises  dans  un  même  plan. 

Démonstration.  Lorsque  les  directions  de 
deux  forces  ne  concourent  pas  en  un  même 
point , ces  forces  ne  peuvent  pas  être  regar- 
dées comme  destinées  à mouvoir  un  point 
unique  ; donc  une  force  unique  ne  peut  pas 
produire  le  même  effet  ; donc  ces  forces  n’ont 
pas  de  résultante. 
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THÉORÈME. 

3o.  Si  les  directions  de  deux  forces  JP,  Q , pjg  ^ 
appliquées  à deux  points  A,  B d'un  même  8. 
corps^  sont  comprises  dans  un  même  plan , 
et  par  conséquent  concourent  en  un  certain 
point  D : 

1^.  ha  direction  de  la  résultante  de  ces 
deux  forces  passe  pütstr  le  point  de  con^ 
cours  D ; 

Cette  direction  est  comprise  dans  le 
plan  déterminé  par  celles  des  deux  J or  ces 

P,  ç. 

Démonstration,  h.  Partie.  Le  point  D se 
trouvant  sur  les  directions  des  deux  forces , 
si  l’on  suppose  que  ce  point  soit  attaché  au 
corps  d'une  manière  invariable,  on  pourra 
concevoir  que  les  deux  forces  P,  Q,au  lieu 
d’étre  appliquées  aux  points  A,  B,  le  sont 
toutes  deux  au  point  D , et  qu’elles  n'ont  d’au- 
tre effet  que  de  tendre  à mouvoir  ce  point  ; 
donc  leur  résultante  peut  aussi  être  regardée 
comme  n’ayant  pas  d’autre  effet.  Or, une  force 
unique  ne  peut  agir  sur  un  point  unique , à 
moins  quelle  ne  soit  immédiatement  appli- 
quée à ce  point.  Donc  la  résultante  des  deux 
forces  P,  Q peut  être  regardée  comme  appli- 
quée au  point  D.  Donc,  1®.  la directionde cette 

B 4 


î24  Traité  É£.émentairi 

force  passe  par  le  point  de  concouis  de  ses 
deux  composantes. 

//^.  Partie.  Si  par  les  deux  points  d’applica- 
tion A , B on  conçoit  une  droite  inflexible  atta- 
chée  au  corps  d’une  manière  invariable  , l’effet 
des  deux  forces  P , Q , et  par  conséquent  ce- 
lui de  leur  résultante  , est  évidemment  de  ten- 

/ 

dre  à mouvoir  la  droite  AB.  Or  une  force  uni- 
que , ne  peut  mouv^'r  un  droite  unique  , à 
moins  qu’elle  ne  soit  immédiatement  appli- 
quée à quelqu’un  des  points  de  cette  droite. 
Donc  la  résultante  des  deux  forces  P , Q 
peut  être  regardée  comme  appliquée  à 
quelqu’un  des  points  de  la  droite  AB  : donc 
la  direction  de  cette  force  passe  en  méme- 
tems  , et  par  le  point  D , et  par  un  des  points 
de  la  droite  AB  ; donc,  elle  est  comprise  dans 
le  plan  du  triangle  ABD  , déterminé  par  les 
directions  des  deux  composantes  P , Q. 

Corollaire. 

3i.  Il  suit  delà  que  si  trois  forces  P,  Q , 
R,  appliquées  à un  même  corps , sont  en  équi- 
libre entre  elles  , les  directions  de  ces  trois 
forces  concourent  en  un  même  point  D,  et 
sont  comprises  dans  un  même  plan. 

Car  ces  trois  forces  étant  en  équilibre  , 
l'une  quelconque  d’entre  elles  est  égale  et 
directement  opposée  à la  résultante  des  deux 
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autres;  donc  deux  quelconques  de  ces  forces 
ont  une  résultante;  donc  (29),  les  directions 
de  ces  deux  forces  sont  comprises  dans  un 
même  plan,  et  concourent  en  un  même  point  ; 
donc  (3o),  la  direction  de  la  résultante  de  ces 
deux  forces  ; et  par  conséquent  celle  de  la 
troisième  force  qui  leur  fait  équilibre , passe 
par  le  point  de  concours,  et  est  comprise 
dans  le  plan  déterminé  par  leurs  directions. 

L E M M E. 

.52.  Si  une  puissance  P est  appliquée  à la  9 
circonjérence  d'un  cercle  mobile  autour  de 
son  centre  A , et  suivant  une  direction  BP 
tangente  à la  circonférence;  cette  force  tend 
à faire  tourner  le  cercle  autour  de  son  cen- 
tre , de  la  même  manière  que  si  eble  étoit 
appliquée  à tout  autre  point  C,  et  suivant 
une  direction  CQ  tangente  à la  même  cir- 
conférence. 

THÉORÈME. 

53.  Lorsque  les  directions  de  deux  forces 
P , Q sont  comprises  dans  un  même  plan  , et  • 
concourent  en  un  même  point  A , si  l’on  porte 
sur  ces  directions  les  droites  AB.,  AC  pro- 
portionnelles a ces  forces,  de  manière  que 
L'on  ait. 


P : Q : : AB  : AC. 
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Et  quon  achève  le  parallélogramme  AB 
DC  y la  résultante  de  ces  deuæ  forces  sera 
dirigée  suivant  la  diagonale  AD  du  paral-^ 
lélo  gramme. 

Démonstratiox.  Concevons  pour  un  ins- 
tant que  le  point  D soit  un  obstacle  invinci- 
ble : et  de  ce  point  abaissons  sur  les  directions 
des  deux  forces  les  perpendiculaires  DE,  DF  j 
les  triangles  BED  , CFD  seront  semblables  , 
parce  que  les  angles  en  B et  C,  étant  égaux 
à Fangle  A,  seront  égaux  entre  eux;  et  l’on 
aura  DC  : DB  : : DF  ; DE. 

Or  on  a par  la  supposition  : 

P : Q : : AB.  : AG,  ou  : : DC  \ DB  ; 

Donc  on  aura  P : Q : : DF  : DE. 

Du  point  D , comme  centre  , et  de  l’inter- 
valle DF , soit  décrit  l’arc  de  cercle  FG , ter- 
miné en  G au  prolongement  de  ED  : puis  , 
regardant  cet  arc  et  la  droite  EG  comme  des 
lignes  inflexibles,  et  liées  d’une  manière  in- 
variable au  point  A , concevons  que  la  force 
P soit  appliquée  au  point  E de  sa  direction , 
et  qu^’une  force  M,  égale  à la  force  Q,  soit 
appliquée  au  point  G,  suivant  une  direction 
parallèle  à AP,  et  par  conséquent  tangente  à 
l’arc  FG.  Cela  posé,  à cause  de  M=Q  et  de 
DF=DG , on  aura. 

P : M ; ; DG  : DE;  ' 
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Donc  (i8)  la  résultante  des  deux  forces 
parallèles  P,  M,  passera  parle  point  fixe  D , 
et  sera  détruite  par  la  résistance  de  ce  point; 
donc  ces  deux,  forces  seront  en  équilibre  au- 
tour de  ce  même  point. 

Or  la  force  Q dont  la  direction  est  tan-, 
gente  à Parc  FG,  et  qu’on  peut  regarder  com- 
me appliquée  au  point  F de  sa  direction,  tend 
à faire  tourner  cet  arc  de  la  même  manière 
que  la  force  M , (32)  et  peut  être  substituée 
à cette  dernière  force  pour  contrebalancer 
la  force  P ; donc  les  deux  forces  P , Q seront 
aussi  en  équilibre  autour  du  point  fixe  D ; 
donc  leur  résultante  sera  détruite  par  la  résis- 
tance de  ce  point  ; et  par  conséquent  la 
direction  de  cette  résultante  passera  par  le 
point  D. 

Mais  nous  avons  vu  que  la  résultante  des 
deux  forces  P , Q doit  passer  par  le  point 
A de  •concours  de  leurs  directions  (5o)  ; donc 
cette  résultante  sera  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale AD. 

Corollaire,  • 

34-  Si  d’un  point  quelconque  D , pris  sur 
la  direction  AD  de  la  résultante  de  deux  for- 
ces P,  Q,  on  mène  les  droites  DB,  DG 
parallèles  aux  directions  de  ces  forces  ; on 
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formera  un  parallélogramme  AB  CD,  dont 
les  côtés  AB  AC  seront  proportionnels  aux 
forces  P,  Q ; c'est  à dire  que  l’on  aura. 

P : Q : : AB  : AC  ou  : : DC  : DB- 

Car  si  -ces  côtés  n’étoient  pas  proportion- 
nels aux  forces,  leur  résultante  seroit  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  dont 
les  côtés  seront  proportionnels  à ces  forces 
(35),  et  non  pas  suivant  AD,  ce  qui  seroit 
contre  la  siqiposition. 

Corollaire  II. 

55.  Si  d’un  point  quelconque  D , pris  sur 
la  direction  AD  de  la  résultante  de  deux  for- 
ces P,  Q,  on  abaisse  dt's  perpendiculaires 
DE,  DF  sur  les  directions  des  ces  deux  forces, 
ces  perpendiculaires  seront  entre  elles  réci- 
proquement comme  les  forces  P,  Q. 

Car  nous  venons  de  voir  (34)  que  l'on  a 

P ; Q ; : DC  : DB  ; 

Et  les  triangles  semblables  DBE  , DCF 
donnent. 

DC  : DB  : : DF  : DE  , 

Donc  on  aura  P : Q : : DF  : DE. 

T IJ  £ O R É ME. 

36.  Lorsque  /es  directions  de  deux  forces 
P,  Q , sont  comprises  dans  un  même  plan  , 
et  concourant  en  un  point  aL  , si  Von.  porte 
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sur  ses  dii'ections  les  droites  AB  , AG  pro- 
portionnelles à ces  Jorces , de  manière  que 
l'on  ait. 

P : Q : : AB  : AG , 

Kt  qu  on  achève  le  paralléLogr  amme  AB 
BC  ; la  résultante  R de  ces  deux  Jorces 
sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
parla  diagonale  AD  du  parallélogramme  ; 
c’est  à-dire  ^ que  Von  aura 

P : Q : R : : AB  : AC  : AD. 

Démonstration.  Nous  avons  déjà  vu  (33) 
que  la  résultante  des  deux  forces  P,  Q sera 
dirigée  suivant  la  diagonale  AD  du  parallé^ 
logramme  ; il  ne  s’agit  plus  que  de  faire  voir 
que  sa  grandeur  sera  représentée  par  celle 
de  cette  diagonale. 

Soit  appliquée  au  point  A une  force  S égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  B., 
cette  force  sera  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment de  la  diagonale  DA , et  les  trois  forces 
P , Q , S seront  en  équilibre.  Donc  la  force 
Q sera  aussi  égale  et  directement  opposée 
à la  résultante  des  deux  autres  forces  P , S ; 
et  par  conséquent  cette  dernière  résultante 
sera  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la 
droite  CA.  Soit  portée  CA  sur  son  prolonge- 
ment de  A en  H ; soit  menée  la  droite  HB 
qui  sera  parallèle  à AD  et  par  conséquent  à 
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la  direction  de  la  force  S , et  par  le  point 
H soit  menée  HK  parallèle  à la  direction 
de  la  force  P ; les  deux  forces  P S seront 
entre  elles  comme  les  cûtés  AK,  AB  du  paral- 
lélogramme A B H K , (54)  c'est-à-dire  que 
l’on  aura  . 

P : S : : AB  : AK  oh  HB. 

Or,  à cause  du  parallélogramme  AD  BH, 
on  a HB=AD  ; de  plus  les  deux  forces  S et 
R sont  égales  ; donc  on  aura 

P : R : : AB  : AD. 

Mais  on  a par  la  supposition 

P : Q : : AB  : AC  ; 

Donc  en  réunissant  ces  deux  dernières  pro- 
portions , on  aura 

P : Q : R : : AB  : AC  : AD. 

Corollaire  I. 

Sy.  Si  les  deux  forces  P,  Q sont  appli- 
quées au  point  A , on  leur  fera  équilibre  en 
appliquant  au  meme  point  une  troisième  force 
dirigée  suivant  DA , et  proportionnelle  à la 
diagonale  AD;  car  cette  force  se: a égalé  et 
directement  opposée  à la  résultante  de  deux 
forces  P , Q. 

Si  les  forces  P , Q , sont  appliquées  à d’au- 
tre* points  de  leurs  directions  , on  leur  fera 
pareillement  équilibre  en  appliquant  à un 
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point  quelconque  de  la  droite  AD  et  dans 
le  sens  DA,  une  force  proportionnelle  à AD, 
pourvu  que  le  point  d’application  de  cette  der- 
nière force  soit  lié  d’une  manière  invariable 
aux  points  d’application  des  deux  forces 
P,Q. 

Corollaire  II. 

38.  On  pourra  toujours  décomposer  une 
force  R,  donnée  de  grandeur  et  de  direction, 
en  deux  autres  forces  P,Q,  dirigées  suivant 
des  droites  données  AP,  AQ  ; pourvu  que  ces 
directions , et  celle  de  la  force  Pi,  soient  com- 
prises dan^  un  même  plan,  et  concourent  en 
un  même  point  A. 

Pour  cela , on  représentera  la  force  R par 
une  partie  AD  de  sa  direction , puis  en  me- 
nant par  le  point  D les  droites  DG,  DB  pa- 
rallèles aux  directions,  données  AP,AQ,on 
formera  un  parallélogramme  ABDG,dont  les 
eûtes  AB,  AG  représenteront  les  forces  de- 
mandées P,  Q;  car  (36)  la  résultante  de  ces 
deux  forces  aura  la  même  grandeur  et  la  même 
direction  que  la  force  R. 

On  trouvera  les  grandeurs  des  deux  forces 
P,  Q par  le  moyen  des  deux  proportions. 

AD  : AB  ; : R : P. 

AD  : AC  ; : R : Q. 
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PROBLÈME. 

S Zq. Déterminer  la  résultante  de  tant  de 

forces  P,  Q,R,  S....  (juoii  1)011  dra,  dont 
les  directions  , comprises  ou  non  comprises 
dans  un  même  plan,  concourent  en  an  même 
point  A. 

Solution.  On  portera  sur  les  directions  de 
toutes  les  forces,  à partir  du  point  A,  des 
droites  AB,  AC,  AD',  AE.  ..  propoi  tionnelles 
à leurs  grandeurs;  puis , considérant  d’abord 
deux  quelconques  de  ces  forces,  telles  que  P, 
Q,  on  achèvera  le  parallélogramme  ABFC, 
dont  la  diagonale  AF  représentera  en  gran- 
deur et  en  direction  la  résultante  particulière 
T de  ces<leux  forces  (36).  , 

A la  place  des  forces  P , Q on  prendra 
leur  résultante  T,  et  considérant  les  deux 
forces  T,  R , on  achèvera  le  parallélogramme 
AFGD  dont  la  diagonale  AG  représentera  en 
grandeur  et  en  direction  la  résultante  V des 
deux  forces  T,  R , qui  sera  celle  des  trois 
forces  P,  Q , R.. 

Pareillement,  à la  place  des  forces  P,  Q , 
R on  prendra  leur  résultante  V,  et  considé- 
rant les  deux  forces  V,  S , on  achèvera  le  pa* 
rallélogramme  AGHE,  dont  la  diagonale  ATI 
représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 

résultante 
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résultante  X des  forces  V,  S,  qui  sera  aussi 
celle  des  quatre  forces  P,  Q , R , S. 

En  continuant  ainsi  de  suite  on  trouvera 
la  direction  et  la  grandeur  de  la  résultante 
générale  de  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S..., 
en  quelque  nombre  qu’elles  soient 

C O R O LIAI  R E. 

40.  Si  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S...  sont 
immédiatement  appliquées  au  point  A de  con- 
cours de  leurs  directions  , pour  leur  faire 
équilibre , on  trouvera  d’abord  la  grandeur 
et  la  direction  de  leur  résultante  (^g);  puis 
on  appliquera  au  point  A une  force  qui  lui 
soit  égale  et  directement  opposée.  Mais  si  les 
forces  sont  appliquées  àd’autres  points  de  leurs 
directions,  liés  entr’eux  d’une  manière  inva- 
riable, on  leur  fera  équilibre  en  appliquant 
à un  point  quelconque  de  la  direction  de  leur 
résultante,  une  force  qui  soit  égale  et  direc- 
tement opposée  à cette  résultante,  pourvu 
que  le  point  d’application  de  cette  force  soit 
aussi  lié  d’une  manière  invariable  à ceux  des 
forces  P , Q,  R,  S. ... 

PROBLÈME. 

41.  Déterminer  la  résultante  de  tant  de  Fig.  i3 
forces  P,  O,  /î,  S....  qu  on  voudra.,  dont 

G 
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les  directions  comprises  dans  un  même  plan^ 
ne  concourent  pas  à un  même  point  ; dont 
les  points  d’ application  A ^ B ^ C , D..,. 
sont  liés  entreuæ  d’une  manière  im-ctriahle 
et  dont  les  grandeurs  sont  repi'ésentées  par 
les  parties  Bh , Ce,  Bd....  de  leurs 

directions. 

Solution.  Après  avoir  prolongé  les  direc- 
tions de  deux  quelconques  de  (?es  forces,  tel- 
les que  P,  Q,  jusqu’à  ce  qu’elles  se  soient 
rencontrées  quelque  part  en  un  point  E ; on 
portera  de  E en  F , et  de  E en  G les  droites 
Aæ,  BZ»,  qui  représentent  ces  forces;  et  l’on 
achèvera  le  parallélogramme  EFeG  dont  la 
diagonale  Ee  représentera  en  grandeur  et  eu 
direction  la  résultante  T des  deux  forces  P, 

Q (36). 

A la  place  des  forces  P , Q on  prendra 
leur  résultante  T dont  on  prolongera  la  di- 
rection , ainsi  que  celle  de  la  force  R , jusqu’à 
ce  cju’elles  se  rencontrent  quelque  part  en  un 
point  H;  on  portera  la  droite  Ee  de  H en  I, 
la  droite  Ce  de  H en  K;  et  l’on  achèvera 
le  parallélogramme  HIZ/K  dont  la  diagonale 
’Hh  représentera  en  grandeur  et  en  direction 
la  résultante  V des  deux  forces  T.,  R,  qui 
fera  aussi  celles  des  trois  forces  P,  Q,  R. 

Pareillement , à la  place  des  trois  forces  P , 
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Q,  R,  on  prendra  leur  résultante  V,  et  on 
prolongera  sa  direction  , ainsi  que  celle  de 
la  force  S , jusqu’à  ce  qu’elles  se  rencontrent 
en  un  point  L ; puis  portant  de  L en  M et  de 
Len  N les  droites  Jî/i , Dd,  qui  représentent 
les  forces  V et  S,  on  achèvera  le  parallélo- 
gramme  LM/f^  , dont  la  diagonale  hl  repré-* 
sentera  la  résultante  X de  ces  deux  forces , 
qui  sera  aussi  celle  des  quatre  forces  P,  Q , 

R,  S. 

En  continuant  ainsi  de  suite  , on  trouvera 
la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante 
générale  de  toutes  les  forces  proposées  , en 
quelque  nombre  qu’elles  soient. 

Corollaire. 

42.  Donc  lorsque  plusieurs  forces , diri- 
gées dans  un  même  plan  , sont  appliquées  à 
des  points  liés  entr’eux  d’une  manière  inva- 
riable , ces  forces  ont  toujours  uue  résultante  • 
ainsi  il  est  possible  de  leur  faire  équilibre  an 
moyen  d’une  force  unique  ; excepté  dans  le 
cas  où  la  direction  d’une  de  ces  forces  étant 
parallèle  à celle  de  la  résultante  de  toutes  les 
autres,  cette  force  et  cette  résultante  seroient 
égales  entre  elles , et  agiroient  en  sens  con- 
traire ; car  nous  avons  vu  (24)  qu’alors  pour 
leur  faire  équilibre  il  faudroit  appliquer  une 

C a 
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force  nulle  et  dont  la  direction  passât  à une 
distance  infinie  , ce  qui  est  irapraticaule. 

T H Ê O RÉ  ME. 

14»  4^-  Si  trois  forces  P,Q  , R sont  représen- 

tées en  grandeurs  et  en  directions  par  les  trois 
arrêtes  , ylC , .AD  contiguës  au  même 
angle  d’nri  parallélipipede  ABF ILGD  ^ de 
manière  que  Von  ait 

P : Q : R : : AB  : AC  : AD , 

Leur  résultante  S sera  représentée  en  gran- 
ëieur  et  en  direction  par  la  diagonale  A F du 
parallélipipede  contiguë  au  même  angle  ; et 
Von  aura 

P : Q : R : S : : AB  : AC  ; AD  : AE. 

Démokstration.  Dans  la  face  ABFC  , qui 
contient  les  directions  des  deux  forces  P,  Q , 
soit  menée  la  diagonale  AF’,  soit  aussi  menée 
la  diagonale  DE  dans  la  face  opposée  DHEG; 
ces  deux  diagonales  seront  parallèles  et  égales  , 
car  les  deux  arrêtes  AD,  EF  du  parallélipi- 
pede aux  extrémités  desquelles  elles  se  ter- 
minent, sont  parallèles  et  égales  ; donc  AFED 
sera  un  parallélogramme.  Cela  posé,  les  deux 
forces  P,  Q, étant  représentées  en  grandeurs 
et  en  directions  par  les  côtés  AB,  AC  delà 
face  ABFG,  qui  est  un  parallélogramme,  leur 
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résultante  T sera  représentée  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  AF  (36) , et 
l’on  aura 

P : Q : T : ; AB  t AC  : AF. 

De  même  les  deux  foi  ces  T,  R étant  repré- 
sentées par  les  côtés  AF  , AD  du  parallélo- 
gramme AFED,  leur  résultante  S,  qui  sera 
aussi  celle  des  trois  forces  P,  Q,R,  sera  re- 
présentée par  la  diagonale  AE  du  meme  paral- 
lélogramme , et  l’on  aura 

T : R : S : : AF  : AD  : AE. 

Donc  en  réunissant  les  deux  suites  propor- 
tionnelles , on  aura  ’ • 

P : Q : R : S : : AB  : AC  : AD  : AE. 

Or  la  diagonale  AE*  est  en  même  tems  celle 
du  parallélipipede;  donc  la  résultante  des  trois 
forces  P,  Q , R sera  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallé- 
lipipede. 

Corollaire. 

44-  On  pourra  toujours  décomposer  une 
force  S,  donnée  de  grandeur  et  de  direction, 
en  trois  autres  forces  P , Q . R,  dirigées  sui- 
vant des  droites  données  AP,  AQ,  AR  , et 
non  comprises  dans  un  même  plan  ; pourvu 
que  ces  trois  directions  et  celle  de  la  force  S 
concourent  en  un  même  point  A. 

C 5 
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Pour  cela,  par  les  trois  directions  , consi- 
dérées deux  à deux,  on  mènera  les  trois  plans 
BAC , CAD  , DAB  ; on  représentera  la  force 
S par  une  partie  AE  de  sa  direction , et  par, 
le  point  E on  mènera  trois  autres  plansEGDH, 
EHBF, EFCG,  respectivement  paiaileles  aux 
trois  premières;  ces  six  plans  seront  les  faces 
d’un  paraliélipipede  dont  AE  sera  la  diago- 
nale et  dont  les  arrêtes  AB , AC  , AD  , qui 
seront  priies  sur  les  trois  directions  données, 
représenteront  les  grandeurs  des  trois  forces 
demandées  P,  Q,R;  car  (43)  la  résultante 
de  ces  trois  forces  aura  la  même  grandeur  et 
la  même  direction  que  la  force  S. 

Autrement , on  mènera  par  le  point  E trois 
droites  parallèles  aux  directions  AP,  AC,AR; 
et  les  parties  EF,  EH,  EG  de  ces  droites  com- 
prises entre  le  point  E et  les  plans  BAC  , 
CAD  , DAB  , représenteront  les  grandeurs 
des  forces  demandées  P,  Q , R ; car  ces  droi- 
tes étant  trois  arrêtes  du  paraliélipipede , 
elles  sont  respectivement  égales  aux  autres 
arrêtes  AB  , AC , AD  qui  leur  sont  parallèles. 
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Des  Momens. 

45.  On  appelle  d’une  force  par  rap- 

port à un  point , ou  par  rapport  à une^  droite, 
ou  par  rapport  à un  plan,  le  produit  de  cette 
force  multipliée  par  la  distance  de  sa  direc- 
tion à ce  point , ou  à cette  droite,  ou  à ce  plan. 

46.  Lorsque  l’on  considère  les  momens  de 
plusieurs  forces  par  rapporté  un  même  point, 
ce  point  se  nomme  centre  des  momens  ; et  lors- 
que c’est  une  droite  à laquelle  tous  les  mo- 
mens sont  rapportés  , cette  droite  se  nomme 
axe  des  momens. 

47.  Il  suit  delà  que  si  l’on  connoit  la  gran- 
deur d’une  force  , et  son  moment  par  rapport 
à un  centré,  ou  par  rapport  à un  axe,  ou 
par  rapport  à un  plan  , on  aura  la  distance 
du  centre,  de  l’axe , ou  du  plan,  à la  direc- 
tion de  la  force  , en  ptenant  le  quotient  du 
moment  divisé  par  la  force. 

De  même  si  l’on  connoît  le  moment  et  la. 
distance,  on  aura  la  grandeur  de  la  fcrce  en 
prenant  le  quotient  du  moment  divisé  par  la 
distance. 

C 4 
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Corollaire 

F'g-  15.  43.  Lorsque  deux  forces  P,  Q,  dont  les 

directions  sont  parallèles , agissent  dans  le 
même  sens  ; leurs  momens , par  rapport  à 
un  point  quelconque  C de  la  direction  de  leur 
résultante  , sont  égaux. 

Car  si  parle  point  C on  mene  une  droite  AB 
perpendiculaire  aux  directions  des  deux  for- 
ces, et  terminée  en  A et  B à ces  deux  direc- 
tions, cette  droite  sera  partagée  par  le  point 
C en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  forces  P,  Q,(i8)j  c’est-à-dire, 
que  l’on  aura 

P : Q : : BC  : AC  ; 

Donc , en  égalant  le  produit  des  extrêmes 
au  produit  des  moyens  , onausa 
PXAC=QXPC. 

T H É O R É M E. 

Fig.  ij.  49-  Si  ail æ extrémités  A ^ B , Wj/ne  droite 
inflexible  sont  oppli  q nées  deux  forces  P,  Q 
dont  les  directions  soient  parallèles^  et  qui 
agissent  dans  le  même  sens:  et  que  par  le 
point  d’ application  C de  leur  résultante  on 
V mene  une  droite  DE  , dans  un  plan  quel- 
conque ; les  momens  des  Jorces  P ^ Q,  par 
rapport  à la  droite  DE  seront  égaux,  c’est 
à- dire,  que  si  des  points  A , B on  abaisse 
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sur  DE  les  perpendiculaires  y^D  ^ BE^ 
on  aura 

PXAD=QxBE. 

démonstration.  Les  triangles  rectangles 
ADC , BEC  qui  sont  semblables  , parce  que 
les  angles  opposés  au  sommet  C sont  égaux, 
donnent 

BC  : AG  : : BE  : AD  ; 

Or  on  a (i8)  P : Q ; : EC  : AC; 

Donc  on  aura  P : Q : : BE  : AD  ; 

Et  en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à 
celui  des  moyens. 

pxad==qxbe. 

THÉORÈME. 

5o.  Deuæ  forces  P , , dont  les  dïrec-  Fig  i6, 

Lions  sont  parallèles  , et  qui  agissent  dans  i?- 
le  meme  sens , étant  appliquées  aux  points 
u4.  , B d’une  droite  injlexible  , et  par  un 
point  F de  cette  droite  étant  mené  dans  un 
plan  quelconque  l’axe  des  morne  ns  FEI  ; 

1®.  Si  le  point  F est  pris  sur  le  prolon-  pjg  5,^ 
gementdeAB  , la  somme  des  momens  des 
deux  forces  P,  Q sera  égale  au  moment  de 
leur  résultante  R ; c’est-à-dire  , que  si  des 
points  A , B f et  du  point  d' application  C de 
la  résultante  on  abaisse  sur  FH  les  per- 
pendiculaires AG  ^ BHj  CI,  on  aura 
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IlXCI=r=QxBH-hPXAG; 

Fig.  17.  2°.  Si  le  point  F est  pris  entre  A et  B ^ 

la  différence  des  momens  des  forces  P,  Q 
sera  égale  au  moment  de  la  résultant^  ; c est- 
à-dire  que  Von  aura 

BXCI=QXBH— PXAG. 

Fig.  16,  Démonstration.  Par  le  point  G soit  me- 

née  DE  parallèle  à FH , et  qui  coupera  en 
D,  E,  les  perpendiculaires  AG,  BH  , pro- 
longées s’il  est  nécessaire;  on  aura  DG= 
CI=EH.  De  plus  les  momens  des  deux,  for- 
ces P , Q par  rapport  à DE  seront  égaux , 
et  l’on  aura  (49)  PXAD=QXBE. 

Fig.  16.  Cela  posé  dans  le  premier  cas  , la  résultante 
R étant  égale  à la  somme  des  deux  forces 
P,  Q,(i8)  son  moment  sera 

RXCi=Q-+-P;XCI, 

ou=QXH£h-PxGD. 

Mais  on  a GD  AD  -H  AG  ; donc  on 
aura 

RXCI=QXHE-f-PxAD-t-PXAG  ; 

Ou  mettant,  au  lieu  de  PxAD,  le  moment 
QXBE,  qui  lui  est  égale  , on  aura 

R-4-CI— qxhe-pqxbe-hpxag 

Ou  feidiu  RxGt=QXBH-i-PXAG. 

Fig.  17.  Dans  le  second  cas  on  a pareillement 

RXCI=QXHE-P-PxGD  ; 
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Mais  on  a GD=AD — AG  ; donc  on  aura 
RXCI==QXHEh-PXAD— P-+-AG , 

Ou,  mettant  au  lieu  de  P5<AD  sa  valeur 
QXPE  » on  aura  , 

ilXCI=QXHE-hQXBE— PxGA  , 

Ou  enfin  RXd=QXBPl — PXAG.  Donc 
etc. 

Corollaire  L 

*•  •• 

5i.  Il  suit  delà  1*^,  qué  lorsque  les  deux  Fis- 
points  A,  B seront  du  même  côté  de  l’axe  FH , 
la  distance  CI  du  point  G de  la  résultante 
à cet  axe  sera  égale  à la  somme  des  momens 
des  forces  P,  Q,  divisée  parla  résidtante  , 
ou,  ce  qui  révient  au  même,  divisée  parla 
somme  P-l-Q  des  forces  (i8j;  c’esL-à  dire 
que  P on  aura 

. QxBH+PxAG 

CI= 

P+Q 

2°.  Que  lorsque  les  points  A,  B seront  pla-  Fig. 
cës  de  part  et  d’autre  de  Paxe  FH , cette  dis- 
tance sera  égale  à la  différence  des  momens 
des  forces  P,  Q , divisée  par  la  somme  P-J-Q 
des  forces  ; c'est-à-dire  , que  l’on  aura 

QxB  II -PxA,G 

ci= 

P + Q 

Dans  ce  cas  le  point  G sera  placé  par  rap- 
port à l'axe  GH  des  momens  du  même  côté 
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que  celle  des  deux  forces  P,  Q dont  le  mo- 
ment est  le  plus  grand. 

Co  R 'o  LIAI  RE  II. 

> 52.  Si  l’axe  Fil  est  perpendicuîaira  à AB  , 

les  droites  AG  , BH,  CI  seront  toutes  trois 
dirigées  suivant  AB,  et  la  proposition  énon- 
cée dans  le  théorème  précédent  n’en  aura 
pas  moins  lieu  ; or  dans  ce  cas  on  aura 

AG=iAF , BH=3î^>  CI=GF  ; donc  on  aura 

P lur  !a  Fig.  i6.  PixCF^QxBF  + PxAF  , 
ei  pour  la  Fig.  17.  RxCF— QxBF  -PxAF.  ^ 

Donc  lorsque  deux  forces  P,  Q,  dont  les 
directions  sont  parallèles , et  qui  agissent 
dans  le  même  sens  , sont  appliquées  à deux 
points  A,  B d’une  droite  inflexible,  le  mo- 
snent  de  leur  résultante  par  rapport  à un 
point  quelconque  F de  cette  droite  est  égale 
ùla  différence  ou  à la  somme  des  momens  des 
forces  P,  Q , selon  que  le  point  F est  pris  sur 
AB,  ou  sur  son  prolongement. 

Quant  à la  distance  CF  du  point  F au 
point  d’application  C de  la  résultante , on 
l’aura  en  prenant  le  quotient  de  la  diffé- 
rence , ou  de  la  somme  des  momens  des  for- 
ces P,  Q par  rapport  au  point  F,  divisée  par 
la  résultante  P-f-Q,  selon  que  le  point  F sera 
pris  sur  AB , ou  sur  son  prolongement  ; c’est», 
à- dire  que  l’on  aura 
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QxBF+  PxAF 

pour  la  Fi^.  l6.  CF= ■■■—  ■ 

^ P+Q 

QxBF-PxAF 

«/  pour  la  Fig.  17,  C F ■ ..  — 

P + Q 

THÉORÈME. 

53.  Deux  forces  P,  Q,  dont  les  direc- 
dons  sont  parallèles  , et  qui  agissent  dans 
le  même  sens  , étant  appliquées  aux  points 
.A , B d’une  droite  inflexible  ; et  par  un 
point  F de  cette  droite  étant  mené  un  plan 
MN  parallèle  à leurs  directions  ; 

1®.  Si  le  point  F est  pris  sur  te  prolon^  Fis-  ‘S. 
gement  de  AB  , la  somme  des  momens  des 
deux  forces  P , Q , par  rapport  an  plan  MN 
sera  égale  au  moment  de  leur  résidtante  B ; 
c’es'  -à  dire  que  si  des  points  A B et  du. 
point  d’ application  C de  la  résultante  , on 
abaisse  sur  le  plan  les  perpendiculaires  AG  ^ 

BH  ^ CI , on  aura 

R XCI=Q  XBH-f-PXAG. 

2*^.  Si  le  point  F est  pris  entre  A et  B Fig-  19- 
la  différence  des  îhomens  des  forces  P.  Q 
sera  égale  au  moment  de  leur  résultante  ; 
c’est-à  dire  que  l’on  aura 

R XCT=:Q  XBH— P X AG. 

Démonstration.  Les  trois  droites  AG,  Fig.  18, 
BH,  Cl,  perpendiculaires  au  même  plan 
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MN , sont  parallèles  entre  elles  : de  plus  elles 
passent  par  trois  points  A,  B,  C d’une  même 
droite  , donc  elles  sont  dans  un  même  plan 
mené  par  AB  ; donc  leurs  pieds  G , H , I 
et  le  point  F , sont  dans  ce  plan.  Mais  les 
quatre  points  F,  G , H,  I sont  aussi  dans 
le  plan  MN  ; donc  ils  sont  dans  l’intersection 
de  deux  plans  différens  , et  par  conséquent 
en  ligne  droite.  Soit  donc  menée  la  droite 
FGIH  ; elle  coupera  les  droites  AG  , BH,  CI, 
à angles  droits  ; car  elle  sera  dans  le  plan  MN 
auquel  ces  droites  sont  perpendiculaires,  et 
elle  passera  par  leurs  piés  ; donc  en  considé- 
dérant  FGIH  comme  un  axe  des  momens  (5o). 

Fig.  i8.  1°.  Lorsque  le  point  F sera  sur  le  prolon- 

gement de  AB  , on  aura 

BXCI^QXBHh-PxAG  ; 

Fig.  19.  2°.  Lorsque  le  point  F sera  compris  entre 

A et  B , on  aura 

R XCI=Q  XBH— P X AG. 

Donc  , etc. 

Corollaire. 

Fig.  i8.  .64.  Donc,  1°, lorsque  les  deux  forces  P,  Q 

seront  du  môme  côté  par  rapport  au  plan  MN  , 
la  distance  CI  du  plan  à la  direction  de  la 
résultante  sera  égale  à la  somme  des  momens 
des  forces  par  rapport  au  plan  , divisée  par 
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la  résultante  R , ou  , ce  qui  revient  au  même 
(i8),  divisée  par  la  somme  P-t-Q  des  forces; 
c’est  à-dire  que  l’on  aura 

Q/BllVPxAG 

CI= 

P.Q 

2°.  Lorsque  le  plan  passera  entre  les  direc- 
tions des  deux  forces , cette  distance  sera  égale 
à la  différence  des  raomans  divisée  parla  som- 
me des  forces  ; c’est  à-dire  que  l’on  aura 

QxBH-PxAG 

CI= 

P+Q 

Dans  le  dernier  cas  la  résultante  sera  pla-  Fig. 
cée  par  rapport  au  plan  MN  du  même  cücé 
que  celle  des  deux  forces  P , Q dont  le  mo- 
ment est  le  plus  grand. 

T H Ê O R É ME. 

55.  Si'à  un  nombre  quelconque  de  points  pig, 
B ^ C,  Z)....,  situés  ou  non  situés  dans 
un  même  plan  , mais  liés  entre  eiiæ  d’une 
manière  invaiiahle  ^ sont  appliquées  des  for- 
ces P , O , P , iS' — dont  les  directions  soient 
parallèles  , qui  agissent  dans  le  même  setis  y 
et  qui  soient  toutes  placées  du  même  côté 
d’un  plan  quelconque  MN  parallèle  à leurs 
directions  ; la  somme  des  momens  de  toutes 


4S  Traité  Élémentaire 
les  forces  par  rapport  au  plan  MN  sera  égale 
au  moment  de  leur  résultante. 

Démonstration.  Soir  menée  la  droite  AB  , 
et  soit  E le  point  de  cette  droite  par  lequel 
passe  la  résultante  T des  deux  forces  P , Q ; 
soit  menée  la  droite  EC , et  soit  F le  point 
de  cette  droite  par  lequel  passe  la  résultante 
V des  deux  forces  T , I\  , qui  sera  aussi 
la  résultante  des  trois , forces  P,  Q,  Pi  ; soit 
menée  FD  , et  soit  G le  point  de  cette 
droite  par  lequel  passe  la  résultante  X des 
deux  forces  V , S , qui  sera  aussi  la  résul- 
tante des  quatre  forces  P , Q,  B , S ; et  ainsi  de 

suite.  Enfin  des  points  A,  B,  C,  D et  des 

points  E,  F , G....  soient  abaissées  sur  le  plan 
MN  les  perpendiculaires  ka  , BZ»  , Ce,  Yid..., 
Ee,  F/,  G^.... 

Cela  posé  , le  moment  de  la  résultante  T 
sera  égal  à la  somme  des  momens  de  ses 
deux  composantes  P,  Q,  (5o)  , et  l'on  aura 
T X Ee=P  X An-f-Q  yYh. 

Pareillement  le  moment  de  la  force  V sera 
égal  à la  somme  de  ses  deux  composantes 
T , B.  ; et  l’on  aura 

VxF/=TXE^4-P^XCc; 

Donc , mettant  pour  TXEe,  sa  valeur  , on 
aura  VX^y=PXA«-hQXE^H“EXCc. 
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t)e  meme  le  moment  de  la  force  X sera 
ëgal  à la  somme  de  ses  deux  composantes 
V,  S , ce  cpii  donnera 

^XG^=VX^/-^Sx1^d  ; 

Donc,  en  mettant  pour  VX^/  sa  valeur, 
on  aura  XxG^^^=PXAa-t-QXB^4-RXCc4- 
SXGd. 

Et  ainsi  de  suite  , quel  que  soit  le  non;kbre 
des  forces.  Donc  le  moment  d'une  résultante 
quelconque  est  égal  à la  somme  des  mo- 
mens  de  toutes  les  composantes  j donc  , etc^ 

Corollaire  I. 

66.  Nous  avons  vu  (26)  que  la  grandeuf 

de  la  résultante  X des  forces  P , Q , R,  S 

est  égale  à la  somme  P-4-Q-1-R-1-S'...  de  ces 
forces  ; donc  la  distance  G^'  de  la  direction 
de  cette  résultante  au  plan  MN  est  égale  à 
la  somme  des  momens  de  toutes  les  forces 
P,  Q , R , S...*  divisée  par  la  somme  de  toutes 
ces  forces  ; c’est-à-dire  que  l’on  a 

rxV^a-t-Q>B  +'RxCc^Ud... 

Gg= 

r+(^-)-R+s.. . 

Corollaire  IL 

5y.  Donc  si  du  côté  vers  lequel  sont  pla- 
cées les  forces,  on  mène  uti  ])]an  indéfini  y 
parallèle  à Miv  , et  qui  en  soit  éloigné  d’uns 
jistance  égale  à Gg  , c'est  à-dire  , égale  à 
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P î \^7+QxBZh-RxCch-SxD</.... 


5o 


P+Q+R+S..  . 

Ce  plan  contiendra  la  direction  de  la  résul, 
tante  de  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S....,  car 
ce  plan  contiendra  tous  les  points  qui  de  ce 
côté  sont  éloignés  du  plan  MN  de  la  quan- 
tité Go^,  et  par  conséquent  tous  ceux  de  la 
direction  de  la  résultante. 

Corollaire  III. 

Fîg.  21.  58.  Si  les  forces  P,  Q,  P,  S.,.,  sont  si- 

tuées de  part  et  d’autre  du  plan  MN  ^ le 
moment  de  leur  résultante  par  rapvort  à 
ce  plan  sera  égal  à l’excès  de  la  somme  dès 
momens  des  forces  qui  sont  situées  d’un  côté 
du  plan , sur  la  somme  des  momens  des  forces 
qui  sont  situées  de  l’autre  côté. 

En  effet  , soit  V la  résultante  particulière 
de  toutes  les  foices  P,  Q....qui  sont  situées 
d^’un  côté  du  plan  , en  quelque  nombre  qu’el- 
les soient  , et  E le  point  d’application  de 
cette  force.  Pareillement  soit  X la  résultante 
particulière  de  toutes  les  forces  R , S....  qui 
sont  situées  de  l’autre  côté , et  F le  point  d’ap- 
plication de  cette  force.  Si  l’on  abaisse  sur  le 
pdan  les  perpendiculaires  ka  , BZ»....  Ee,  Ce, 
DrZ...,  Ff  ^ nous  venons  devoir  (55)  qu’on 
aura 
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V XEi“=P  X A<rz-f-Q  X ‘ • 

6t  X xE/-— E X Éc-f— 15  X^^* ••  •• 

Actuellement  soit  Y la  résultante  des  deux 
forces  V , X , et  G son  point  d’application  ; 
cette  force  sera  la  résultante  générale  de 
toutes  les  forces  P,  Q R,  S....  ■ ^ 

Cela  posé  , les  deux  forces  V , X étant 
situées  de  part  et  d’autre  du  plan  MN , le 
moment  de  leur  résultante  est  égal  à la  dif- 
férence de  leurs  momens  (5o)  ; donc  , en 
abaissant  sur  le  plan  la  perpendiculaire  , 
on  aura 

YxG^=vxEe-xxFy: 

Donc  en  mettant  à la  place  de  ces  deux 
derniers  momens  leurs  valeurs , on  aura 

Y xGg=l'xAa+Q xBi...  - (RxCc+SxDrf..) 

Donc  etc. 

Corollaire  IV. 

69.  Donc  , en  général , de  quelque  manière 

que  plusieurs  forces  P , Q , R , S dont  les 

directions  sont  parallèles,  et  qui  agissent  dans 
un  même  sens  , soient  situées  par  rajiport  à 
un  plan  MN  parallèle  à leurs  directions  , la 
distance  de  leur  résultante  a ce  plan  est 
égale  à l’excès  de  là  somme  des  momens  des 
forces  situées  d’un  côté  du  plan,  sur  la  som- 
me des  momens  des  forces  situées  de  l’autre 
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côté , divisé  par  la  somme  de  toutes  les  forces  ; 
c'est- à dire  que  Ton  a 

PxA^+QxB/.... -(RxCtf+SxD.y...) 

Gg=.i  ■ — -..1  I . 

P+Q^R+S.... 

Et  cette  résultante  est  placée  par  rapport 
au  plan  MN  du  côté  pour  lequel  la  somme 
des  momens  est  la  plus  grande. 

CoROLLjilRE  V. 

6o.  Donc  si  du  côté  du  plan  MN  pour  le- 
quel la  somme  des  momens  est  la  plus  grande, 
on  lui  mene  un  plan  parallèle,  indéfini,  et 
qui  en  soit  éloigné  de  la  quantité. 

PxAa+QxB/)...-  (RxCc-^SxD^/... 

Gg , ou 

P + Q + R+S.... 


Ce  plan  contiendra  la  direction  de  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  P,  Q , Pi,  S.... 

Corollaire  VI. 


Fig.  22, 
23. 


Fig.  22. 
Fig.  23. 


6 1 . Si  les  directions  des  forces  P , Q , R , S. . . 

* 

sont  toutes  situées  dans  un  même  plan  per- 
pendiculaire au  plan  MN  , les  droites  Aû:, 

Ce,  Dr/....  tomberont  toutes  sur  la  droite 
KL , intersection  des  deux  plans  ; et  l’on  n’en 
aura  pas  moins 

YxGg=Px^a  + Qx'Bi...+  (RxCc+SxDrf... 
yxG^?=rxA.û-t-QxBi...  - (.RxCc  ^-SxlV...) 

selon  que  les  forces  seront  du  meme  côté , 
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ou  des  deux  côtés  de  la  droite  KL  ; donc  on 
aura  dans  le  I®*"-  cas  , 

Px  Aa+QxB  WRxC<;+SxD<^.- 

^ 

P+Q  + R-hb..*. 


Et  dans  le  second  cas 

PxAa+QxBi - (RxCc+SxDi/ ) 

Gf  = — 

P+Q+R+S  .... 

C’est  à-dire  , que  lorsque  plusieurs  forces,- 
dont  les  directions  sont  parallèles  et  situées 
dans  un  même  plan  , agissent  dans  le  meme 
sens , la  distance  de  leur  résultante  à une 
droite  quelconque  tracée  dans  le  même  plan 
et  parallèle  à leurs  directions , est  en  géné- 
ral égale  à l’excès  de  la  somme  des  momens 
des  forces  situées  d’un  côté  de  la  droite  sur 
la  sçmme  des  momens  des  forces  situées  de 
l’autre  côté , divisé  par  la  somme  des  forces,. 

PROBLÈME. 


62.  Etant  donné  un  nombre  quelconque 
de  forces , dont  les  directions  soient  parais 
leles , qui  agissent  dans  le  même  sens  , et 
dont  les  points  d* application  soient  situés , 
ou  non  situés  , dans  un  même  plan  ; dèter^ 
miner  par  le  moyen  des  momens  là  direction 
de  la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

Solution.  Après  avoir  mené  à volonté  deux  pig.  24 

D 5 
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plans  différens  ABCD  , BCIK  parallèles 
directions  des  forces  , on  cherchera  la  dis- 
tance de  la  résultante  à chacun  de  ces  plans 
en  particulier  C5g)  ; puis  on  mènera  un  plan 
EFGH  parallèle  à ABCD , éloigné  de  ce  der- 
nier plan  de  la  distance  à laquelle  en  est  la 
résultante  , et  situé  du  côté  pour  lequel  la 
somme  des  momens  par  rapport  au  plan  AB 
CD  est  la  plus  grande  ; et  ce  plan  EFGH 
contiendra  la  direction  demandée  (60).  Pa- 
reillement on  mènera  un  plan  LMJSJO  paral- 
lèle à BCIK  , éloigné  de  ce  dernier  pian  de  la 
distance  à laquelle  en  est  la  résultante  , et 
situé  du  côté  pour  lequel  la  somme  des  mo- 
mens par  rapport  au  plan  BCIK  , est  la  plus 
grande  ; et  ce  plan  contiendra  encore  la  direc> 
tion  demandée.  Donc  la  direction  de  la  résul- 
tante devant  être  et  dans  le  plan  EFGH,  et 
dans  le  plan  LMNO  , sera  dans  la  droite  PQ 
d’intersection  de  ces  deux  plans, 

Corollaire  I. 

63.  Nous  avons  vu  (28)  que  si  plusieurs 
forces  dont  les  directions  sont  parallèles , 
changent  de  directions,  sans  changer  de  gran- 
deurs , ni  de  points  d’application,  et  sans  ces- 
ser d’étre  parallèles  entre  elles  , leur  résul- 
tante passe  toujours  par  nn  certain  tnénie 
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point , qu’on  appelle  centre  des  forces  paral- 
lèles ; donc,  pour  les  forces  parallèles,  que 
l’on  vient  de  considérer , le  centre  est  placé 
dans  la  direction  PQ  de  leur  résultante. 

Pour  trouver  ce  centre  , on  mènera  à vo- 
lonté un  troisième  plan  ABKR , et  l’on  con- 
cevra que  toutes  les  forces  sans  changer  de 
grandeurs  ni  de  points  d’application  , soient 
dirigées  parallèlement  entre  elles  , et  au  plan 
ABKR  ; l’on  cherchera  la  distance  de  la  ré- 
sultante de  ces  nouvelles  forces  à ce  plan 
(Sg).  Cela  posé  , si  l’on  mene  un  plan  STVX 
parallèle  à ABKR  , et  éloigné  de  ce  dern  er 
plan  de  la  distance  qu’on  aura  trouvée  , ce 
plan  contiendra  la  nouvelle  résultante  ; et 
par  conséquent  le  centre  des  forces.  Donc  le 
centre  des  forces,  devant  se  trouver  et  dans 
la  droite  PQ  , et  dans  le  plan  STVX  , se  trou- 
vera au  point  Y d’intersection  de  la  droite 
et  du  plan  ; ou  , ce  qui  revient  au  même  , ce 
centre  se  trouvera  au  point  Y d’intersection 
des  trois  plans  EFGH , LMXO , STVX. 

Corollaire  LÎ. 

64.  Si  les  forces  P,  Q,  R,  S dont  les  Fig. 

directions  sont  parallèles  et  qui  agissent  dans 
le  même  sens  , sont  situées  daus  un  même 

D 4 
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plan;  pour  trouverla  position  de  leur  résultante, 
après  avoir  mené  dans  ce  plan  une  droite  LN 
parallèle  aux  directions  des  forces,  et  après 
avoir  abaissé  sur  cette  droite  , de  tons  les 
points  d’application  A,  B,  C,  D....  les  per- 
pendiculaires , Ce,  Dr/....  on  por- 

tera sur  une  droite  LM  perpendiculaire  à LN , 
la  droite  Lg'  , égale  à 

PxAoh-QxB  +RxCc+SxTDi/. .... 

(6i) 

P+Q+R+S.... 

et  la  droite  ^'Y  , menée  par  le  point  paral- 
lèlement à LN , sera  la  direction  de  la  résul- 
tante. 

Si  toutes  les  forces  n’étoient  pas  du  meme 
côté  de  la  droite  LN  , il  faudroit  retrancher 
les  momens  des  forces  qui  seroient  situées 
de.  l’autre  coté  , au  lieu  de  les  ajouter  (6i)* 

Corollaire  III. 

65.  Pour  trouver  le  centre  des  forceps  P, 
’*  Q , Il  , S dont  les  directions  sont  parallè- 

les et  comprises  dans  un  même  plan  , on 
concevra  que  ces  forces  , sans  changer  de 
grandeurs  , et  sans  cesser  d’étre  appliquées 
aux  mêmes  points  A , B , C,  D....  soient  diri- 
gées parallèlement  à un  autre  droite  telle 
que  hM , 3UV  laquelle  on  abaissera  les  perpen- 
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diciilaires  Au',  , Ce',  Dd' et  la  dis- 

tance G^'  de  cette  droite  à la  nouvelle  résul- 
tante sera 

PxA<î^+QxB5  ’+RxCc^+SxDrf^ 

(6i) 


P + Q+R+S 


Donc  si  l’on  porte  sur  une  perpendiculaire 
à LM , la  droite  Lg  égale  à cette  distance , 
et  que  par  le  point  g on  mene  gG  parallèle  à 
LM  , cette  droite  _^G  sera  la  direction  de  la 
nouvelle  résultante.  Or  le  centre  des  forces 
doit  se  trouver  , et  sur  la  direction  de  la 
résultante  g'Y  et  sur  celle  de  la  2,’  gG  ; donc 
il  sera  au  point  G d’intersection  de  ces  deux 
directions.  ' 

Si  toutes  les  forces  n’étaient  pas  du  même 
coté  de  la  droite  LM  , il  faudroit  retrancher 
les  momens  de  celles  qui  seraient  situées  de 
Tautre  côté  , au  lieu  de  les  ajouter. 

Corollaire  IV. 


66.  Si  les  points  d’application  A,  B,  C,  D.... 
sont  dans  un  meme  plan  aur[uel  les  direc- 
tions des  forces  parallèles  P,  Q,  R , S....  soient 
obliques,  le  centre  G de  ces  forces  sera  aussi 
dans  ce  plan  (28)  ; et  sa  position  sera  la  mê- 
me que  si  les  directions  des  forces  étoient 
parallèles  entre  elles  et  situées  dans  ce  plart. 
Ainsi  pour  trouver  dans  ce  cas  le  centre  des 
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forces  G , on  mènera  dans  le  plan  deux  droi^ 
tes  quelconques  LN  , LM;  puis  on  suppo- 
sera que  Ic'S  forces  soient  dirigées  parallèle- 
ment à LN , et  on  trouvera  (64}  la  direction 
de  leur  résultante  dans  cette  supposition  ; 
on  supposera  ensuite  qu’elles  soient  dirigées 
parallèlement  à LM  , et  on  trouvera  la  direc- 
tion Gf;  de  leur  résultante  ; et  le  point  G d’in- 
tersection des  deux  droites  g'Y , gG  sera  le 
centre  des  forces  demandées  (65). 

Le  centre  étant  trouvé  , si  Ton  mene  par 
ce  point  une  droite  parallèle  aux  directions 

réelles  des  forces  P , Q , R,  S cette  droite 

sera  la  direction  de  leur  résultante. 

C O R O L L.  A I R E V. 

67.  Enfin  si  les  points  d’application  a , h' , Ct, 
d' sont  sur  une  même  ligne  droite  LM  obli- 

que aux  directions  des  forces,  le  centre  g-i 
de  ces  forces  sera  sur  cette  droite  (28)  , et 
sa  position  sera  la  même  que  si  les  directions 
des  forces  étoient  perpendiculaires  à LM. 

Donc  (64j  b'i  distance  g'L  de  ce  centre  à 
un  point  L donné  sur  la  droite  sera  égale  à 
Pxû^Lh"Qx^^  Ij+Sx^^^  L..'. 

P+Q+R+S 

En  observant  que  si  toutes  les  forces  n'é- 
toient  pas  situées  du  même  côté  par  rapport  au 
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point  L , il  faiidroit  retrancher  les  momens 
de  celles  qui  seroient  situées  de  l’autre  côté  , 
au  lien  de  les  ajouter. 

L E M M E.  • 

G8.  Lorsque  les  directions  de  deux  for-  Fig.  26 
ces  P , Q , concourent  en  iin  point  A , les 
momens  de  ces  forx^s . par  rapport  à un 
point  quelconque  D la  direction  de  leur 
résultante  R sont  égaux. 

Car  nous  avons  vu  (35)  que  si  du  point  D 
on  abaisse  les  perpendiculaires  DB , DCsur 
les  directions  des  forces , prolongées  s’il  est 
nécessaire , on  a 

P : Q : : DC  : DB. 

Donc  en  égalant  le  produit  des  extrêmes 
au  produit  des  moyens  , on  a 

pxdb=qxdc. 

Corollaire. 

69.  Il  suit  delà  , que  si  les  directions  de  Fig.  27 
deux  forces  P , Q concourent  en  un  point 
A , le  moment  de  l’une  quelconque  Q de  ces 
forces  par  rapport  à un  point  D de  la  direc- 
tion de  l’autre  , sera  égal  au  moment  de  leur 
résultante  Pi  par  rapport  au  même  point  ; 
c’est-à  dire  , qu’en  abaissant  du  point  D les 
perpendiculaires  DB  , DG  sur  la  direction 
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de  la  force  Q , et  sur  celle  de  la  résultante 
R , prolongées  s’il  est  nécessaire  , on  aura 
QXDC=rRxDB. 

Car  si  l’on  applique  au  point  A une  troi- 
sième force  S , égale  et  directement  opposée 
à la  résultante  Pi  ; les  trois  forces  P,  Q,  S 
seront  en  équilibre , et  par  conséquent  la  force 
P sera  égale  et  directement  opposée  à la 
résultante  des  deux  forces  Q , S.  Donc  les 
momens  des  deux  forces  Q , S par  rapport 
au  point  D de  la  direction  de  leur  résultante 
seront  égaux  (68)  ; donc  on  aura  QxDB= 
SXDC.  Ou  à cause  de  S=R  , 

qxdb=rxdc. 

THÉORÈME. 

70.  Lorsque  les  directions  de  deux  forces 
P , Q concourent  en  un  même  point  yi  , le 
moment  de  la  résultante  P de  ces  forces  par 
rapport  à un  point  D quelconque  ^ pris  dans 
le  plan  de  ces  directions  , est  é^al  à la 
somme  , ou  à la  différence  des  momens  des 
forces  P , Q par  rapport  au  méine  point  j 
selon  que  le  point  D est  en  dehors  ou  en 
dedans  de  l’angle  P yî  Q , formé  par  les 
directions  des  Jorces  ; c’est  à dire  ^ que  si  du 
point  D , on  abaisse  sur  cas  directions  , et 
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sur  celle  de  la  résultante^  les  perpendicu- 
laires DB  , DC-,  DE  , on  a 

rfar75 RxDE^QxDC  + PxDB,  ’ p- 
et  dans  le  second  cas  RxDE=QxDG -PxDB. 

Démonstration.  Soit  menée  la  droite  AD, 
et  soit  décomposée  la  force  P en  deux  autres 
p\  dirigée,  la  i'*^  suivant  AD,  et  la  2® 
suivant  la  direction  de  la  force,  Q.  Pour  cela 
(38),  on  représentera  la  force  P parla  partie 
AF  de  sa  direction;  par  le  point  F on  mè- 
nera les  droites  FG  , FH  respectivement  pa- 
rallèles a AQ  et  AD;  et  les  deux  composan- 
tes P , p'  seront  représentées  par  les  côtés 
AG , AH  du  parallélogramme  AGFH. 

Le  point  D se  trouvant  sur  la  direction  de 
la  composante  p , le  moment  de  1 autre  corn- 
pjosante  pi  par  rapport  à ce  point  est  égal 
au  moment  de  leur  résultante  P,  et  l’on  a 
(69)  p'  XDC=PXDB.  De  plus,  à la  place 
de  la  force  P prenant  les  deux  forces  ÿy,  pi 
la  résultante  R des  deux  forces  P,  Q est  aussi 
celle  des  trois  forces  p , p^ , Q. 

Cela  posé  , dans  le  i®*"  cas  , les  deux  forces  28. 
Q et  pi , qui  ont  la  même  direction  , et  qui 
agissent  dans  le  même  sens  , équivalent  à une 
force  unique  égale  à leur  somme  Q-i-p/ ; ainsi 
la  force  R peut  être  regardée  comme  la  résul- 
tante des  deux  forces  p et  Q-f-f?/;  donc  le 
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moment  de  cette  résultante  par  rapport  au 
point  D de  la  direction  de  la  première  de  ces 
forces  est  égale  au  moment  de  la  seconde  (69)5 
donc  on  a 

rxdf=  (Qd-p/)  DC 

ou  PiXDE— 

Donc  en  mettant  à la  place  du  moment 
p'XDC  sa  valeur , on  a. 

Pi  X D£=Q  X DB-f-P  X D B . 

Dans  le  2*^  cas,  les  deux  forces  Q,  p/qui 
ont  la  même  direction  , et  qui  agissent  en 
sens  contraires,  équivalent  à une  force  unique 
égale  à leur  différence  Q — ; or  le  moment 
de  £ette  force  unique , par  rapport  au  point 
D de  la  direction  de  la  force  p , est  égal  au 
moment  de  la  résultante  R de  ces  deux  for- 
ces (^69)  ; et  l’on  a 

RXDE=(Q— DC 
ou  RXDE=QXÎ^C— /?'XDC  ; 

Donc , en  mettant  à la  place  du  moment 
p^  XDC  sa  valeur  , on  a 

RXDE=QxDC— PXDB. 

Donc  , etc. 

Remarque. 

71.  Si  l’on  suppose  que  la  droite  AD  soit 
inflexible  et  que  le  point  D soit  immobile  : 
lorsque  ce  point  est  placé  en  dehors  de  l’angle 
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VAQ,/ig.  2S,  les  deux  forces  P,  Q tendent 
à faire  tourner  dans  le  même  sens  le  point 
A autour  du  point  D;  et  au  contraire  , lors- 
que le  point  D est  placé  en  dedans  de  l’angle 
29  , les  deux  forces  tendent  à faire 
tourner  le  point  A dans  des  sens  opposés. 

Donc  , si  deux  foVces  sont  dirigées  dans  un 
même  plan , le  moment  de  leur  résultante  par 
rapport  à un  point  quelconque  pris  dans  ce 
plan  , est  égal  à la  somme  , ou  à la  diffé- 
rence de  leurs  momens  par  rapport  au  même 
point  , selon  que  ces  forces  tendent  à faire 
tourner  leur  point  d’application  autour  du 
centre  des  momens,  ou  dans  le  même  sens, 
ou  dans  des  sens  opposés  ; et  dans  tous  les 
cas  la  résultante  tend  à faire  tourner  son  point 
d’application  dans  le  même  sens  que  celle 
des  deux  forces  dont  le  moment  est  le  plus 
grand. 

THÉORÈME. 

72.  Lorsque  des  forces  P , Q , R , S p; 

dirigées  dans  un  même  plan  , sont  appliquées 
à des  points  , Z»  , c , d....  liés  entre  eux- 
d’une  manière  invariable , et  tendent  à faire 
tourner  ces  points  dans  le  même  sens  autour 
d’un  autre  point  D pris  dans  ce  pian.  ; la 
somme  des  momens  de  ces  forces  par  rap- 
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port  au  point  D est  égale  au  moment  clé 
leur  résultante  par  rappo't  au  même  point* 

Démonstration.  Soient  V la  résultante 
particulière  des  deux  forces  P , Q ; X celle 
des  deux  forces  V , R , et  par  conséquent  des 
des  trois  forces  P , Q , R ; Y celle  des  deux 
forces  X , S , et  par  conséquent  des  quatre 
forces  P,  Q,  R,  S ; et  ainsi  de  suite.  Enfin 
du  point  D soient  abaissées  sur  les  directions 
des  forces  et  sur  celles  des  résultantes  par- 
ticulières Vj  X,  Y....  les  perpendiculaires 

DE,  DF,  DG,  DH Dl,  DK,  DL....  Gela 

posé  , le  moment  de  la  résultante  V est  égal 
à la  somme  des  moraens  de  ses  composantes 
P , Q , (70)  , ce  qui  donne 

V X DE-1-Q  X DF. 

Pareillement  le  montant  de  la  résultante  X 
est  égal  à la  somme  des  momens  de  ses  com- 
posantes V,  Pi , et  l’on  a 

xxdk=vxoh-Rxdg  ; 

Ou  en  mettant  à la  place  du  moment  VX 
DI  sa  valeur  , 

X XDK=P  XDE-^Q  XDF-f-R  XDG. 

On  a de  même  Y XDL=XxDK-hSXDH  r 
ou  , en  mettant  pour  le  moment  XXDK  sa 
valeur. 

YxDL=PxDE+QxDF+RxDG+SxDH  ; 

et  ainsi  de  suite  , quel  que  soit  le  nombre 

de» 
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(les  forces.  Donc  le  moment  de  cliaqne  ré- 
sultante est  égal  à la  somme  des  momens  de 
toutes  ses  composantes  J donc  , etc 4 

Corollaire  Ï* 

^3.  Si  les  forces  /* , Q , /? , 15*11  ..  ne 
dent  pas  à faire  tourner  leurs  points  d'ap- 
plication dans  le  même  sens  autour  du  centre 
des  momens  D , le  moment  de  leur  résul- 
tante^ çst  égal  à V e accès  de  la  somme  des 
momens  des  Jorces  qui  tendent  à faire  tour* 
ner  dans  un  sens  , sur  la  somme  des  mo- 
mens de  celles  qui  tendent  à faire  tourner 
dans  le  sens  opposée 

En  effet , soit  V la  résultante  particulière 
de  toutes  les  forces  P,  Q...4  qui  tendent  à 
faire  tourner  dans  un  sens  j pareillement  soit 
X la  résultante  particulière  de  toutes  les  for- 
ces R,  S....  qui  tendent  à faire  tourner  dans 
le  sens  contraire  ; et  du  point  D soient  abais- 
sées sur  les  directions  des  forces  , et  sur  cel- 
les, des  deux  résultantes  V , X les  perpendi- 
culaires DE  , DF DI,  DG , DH.....  DK  j 

nous  venons  de  voir  (72)  que  Fon  a 
VxDT=PxDE-i-QxDF 

et  XxDK=RXDG-f-SxOH 

Enfin  soit  Y la  résultante  des  deux  force» 

E 
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V , X , et  par  conséquent  celle  de  toutes  les 
fprces  P , Q , R , S.... 

Cela  posé  , le  moment  de  la  résultante  Y 
paf  rapport  au  point  D est  égal  à la  diffé- 
rence des  inomens  de  ses  composantes  V, X, 
qui  tendent  à faire  tourner  dans  des  sens  op- 
posés (71)  ; c’est-à-dire  qu’en  abaissant  sur  sa 
direction  la  perpendiculaire  DL  , on  a 
YxDL=VXDI— XXDK  ; 
donc  en  mettant  à la  place  des  deux  dernier» 
niomens  leurs  valeurs , on  a 

YxüL^PxDE+QxDF -(RxDG+SxDH....) 

Donc , etc. 

Corollaire  IL 

Pig.  32,  74*  Si  les  directions  des  forces  P,  Q,  R, 

S comprises  dans  un  même  plan,  sont 

parallèles  entre  elles  , les  perpendiculaires 

DE  , DF  , DG  , DH DL  , abaissées  du 

centre  des  momens  D sur  ces  directions , et 
sur  celle  de  la  résultante  Y,  seront  dans  la 
même  ligne  droite  : et  la  proposition  précé- 
dente n'en  aura  pas  moins  lieu  , soit  que 
toutes  les  forces  agissent  dans  le  même  sens, 
comme  dans  la  ligure  32,  soit  qu’elles  agissent 
les  unes  dans  un  sens  et  les  autres  dans  le 
sens  contraire , comme  dans  les  ligures  33,  34. 
Or  la  résultante  Y de  toutes  ces  forces  est 
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(^gale  à l'excès  de  la  soiiuiie  de  celles  qui 
agissent  dans  un  sens  , sur  la  somme  de  celles 
qui  agissent  dans  le  sens  opposé  {2,'/')  ; donc 
la  distance  DL  du  centre  des  momens  à la 
direction  de  la  résultante  est  égale  au  quo- 
tient de  Texcès  de  la  somme  des  momens  des 
forces  qui  tendent  à faire  tourner  dans  un 
sens  , sur  la  somme  des  momens  de  celles  qui 
tendent  à faire  touiner  dans  le  sens  opposé  , 
divisé  par  l’excès  de  la  somme  des  forces  qui 
agissent  dans  un  sens , sur  la  somme  de  celles 
qui  agissent  dans  le  sens  contraire  ; ainsi 
on  a 

PxBE+QxDF - (RxDG+SxDH ) 

pTq-TrTsZI!  Fis-  3 "3 


PxDE+QxDF....-(RxDG+SxnH...) 

DL= ' 

P+Q -(R+S ) 

PxDE+RxDG -(QxDF+SxDH ) 

DL= 

P-t-S -(Q  + S....  ) 

Dans  tous  les  cas  , la  résultante  agit  dans 
le  sens  , pour  lequel  la  somme  des  forces  est 
la  plus  grande  : et  elle  est  placée  par  rapport 
au  point  D du  côté  pour  lequel  la  somme  des 
momens  est  la  plus  grande. 
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tHAPITRE  III. 

, Des  Centres  de  Gravité. 

rj^j,  La  propriété  en  vertu  de  laquelle  les 
corps  abandonnés  à eux  mêmes  , tombent , 
vers  la  terre , se  nomme  pesanteur  ou  gravité. 

Toutes  les  molécules  dont  les  corps  sont 
composés  jouissent  de  la  pesanteur , et  elles 
en  jouissent  sans  interruption  ; car  en  quel- 
que nombre  de  parties  qu’un  corps  soit  divisé, 
chacune  de  ses  parties  pese  continuellement, 
et  tombe  vers  la  terre  dès  quelle  est  aban- 
donnée à elle-même. 

y6.  On  appelle  poids  d’un  corps  l’effort  que 
fait  ce  corps  pour  tomber  lorsqu'il  est  retenu 
ou  supporté  par  un  obstacle  qui  s’oppose  à 
sa  chute  ; ce  poids  peut  être  regardé  comme 
l’effet  d’une  force  qui  seroit  continuellement 
appliquée  au  corps  , aussi  l’on  a coutume  de 
considérer  la  pesanteur  comme  une  force. 

La  pesanteur  n’est  pas  une  force  rigoureusement 
constante  pour  la  même  molécule,  et  elle  varie  suivant 
les  positions  différentes  ^ue  cette  molécule  peut  avoir 
jelalivement  au  globe  de  la  terre, 

1°.  Lorsque  la  distance  de  la  molécule  au  centre 
delà  terre  change,  la  pesanteur  décroît  dans  le  même 
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rapport  que  Te  quané  de  cette  distance  augmente  j 
de  plus  la  terre  n’étant  pas  parfaitement  sphérique, et 
les  rayons  de  l’équateur  étant  plus  grands  que  ceux 
qui  aboutissent  aux  pôles  , la  pesanteur  à la  surface 
de  la  terre  est  plus  grande  pour  une  même  molécule  , 
lu&sque  cette  molécule  est  placée  v'ers  les  pôles  , que 
lorsqu’elle  est  vers  l’équateur  : parce  qu’alors  la  dis- 
tance de  la  molécule  au  centre  de  la  terre  est  moindre. 

La  terre  tourne  autour  de  son  axe,  et  toutes 
les  parties  qui  la  composent  font  leurs  révolutions 
dans  le  même-temps  , c’est-à-diie,  à-peu-près  en  24 
heures.  Les  parties  de  la  surface  qui  sont  voisines 
de  l’équateur  décrivent  des  circonféi  ences  de  cercle 
plus  gl  andes  que  celles  qui  sont  décrites  par  les  par- 
ties voisines  des  pôles  j leur  force  centrifuge  qui  est 
pareillement  plus  grande,  détruit  une  plus  grand© 
partie  de  l’elFet  de  la  pesanteur,  et  est  une  nouvelle 
cause  qui  rend  cette  dernière  force  moindre  à 1 équa- 
teur qu’elle  n’est  aux  pôles. 

Ainsi,  en  parlant  rigoureusement,  la  pesanteur  est 
variable  pour  une  même  molécule  , loi’sque  cette  mo- 
lécule s’éloigneou  s’approche  de  la  surface  de  la  terre, 
et  lorsqu’elle  s’éloigne  ou  s’approche  de  l’équateur; 
mais  les  distances  des  positions  dans  lesquelles  on  a 
coutume  en  Statique  de  considérer  une  même  mo- 
lécule, sont  si  petites  par  rapport  au  rayon  de  la  terre, 
que  les  effets  de  cette  vai  iation  sont  absolument  in- 
sensibles; et  l’on  est  autorisé  à regarder  la  pesanteur 
comme  une  force  constante  pour  une  même  molécule  , 
quelle  que  soit  la  position  de  cette  molécule. 

77.  La  ligne  droite  suivant  laquelle  une 
molécule , abandonnée  à elle-même  , tombe 
vers  la  terre  , et  qui  est  évidemment  la  direc- 
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lion  de  la  pesanteur,  se  nomme  'verticale  \ 
cette  droite  est  par  tout  perpendiculaire  à la 
surface  de  la  terre,  ou  plus  exactement  à la 
surface  des  eaux  trancpiilles. 

<78.  On  dit  qu’un  plan  est  horisontal  lors- 
qu’il est  perpendiculaire  à une  droite  ver- 
ticale. 

Si  la  terre  était  parfaitement  sphérique  , toutes  les 
directions  de  la  pesanteur  concourroient  en  un  même 
point  qui  seroit  le  centre  j mais  le  globe  de  la  lerre 
ïi’élant  pas  une  sphère  parfaite,  les  directions  de  la 
pesanteur,  pour  deux  molécules  différentes  , peuvent 
îi’être  pas  dans  un  même  planj  et  lorsqu’elles  sont 
dans  un  même  plan,  elles  concourent  eu  un  même 
point. 

Cependant  les  molécules  dans  un  même  corps,  et 
celles  desdifférens  corps  que  l’on  a coutume  de  con- 
sidérer en  Statique,  sont  si  voisines  les  unes  des  autres, 
eu  égard  à leurs  distances  au  centre  de  la  terre,  que 
l’angle  formé  parles  directions  de  la  pesanteur  pour 
deux  d’eutr’elles  n’est  pas  sensible , et  l’on  est  autorisé 
à regarder  toutes  ces  directions  comme  parallèles. 

79.  Nous  regarderons  donc  toutes  les  mo- 
lécules des  corps  pesans  comme  poussées  ou 
tirées  ^continuellement  vers  la  terre  par  des 
forces  constantes  pour  chacune  d’elles  j nous 
supposerons  que  ces  forces  sont  parallèles  et 
qu’elles  agissent  dans  le  même  sens  ; et  par 
conséquent  nous  pourrons  leur  appliquer 
tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  composition , 
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de  la  décomposition  et  de  l’équilibre  des  for-, 
ces  parallèles. 

Or  , lorsque  plusieurs  forces , dont  les  di- 
rections sont  parallèles , et  qui  agissent  dans 
le  même  sens , sont  appliquées  à des  points 
liés  entre  eux  d’une  manière  invariable  , nous 
avons  vu  i®.que  ces  forces  ont  une  résultante 
égale  à leur  somme  (26)  : 2®  que  la  direc- 
tion de  cette  résultante  est  parallèle  à celles 
des  composantes  : 3*^  qu'il  existe  un  centre 
des  forces  par  lequel  passeroit  toujours  cette 
résultante  , quand  même  les  forces  , sans 
changer  de  grandeurs  , et  sans  cesser  d’étre 
parallèles,  cliangeroient  de  direction  (28). 

Donc  1°  les  poids  de  toutes  les  molécules 
d’un  corps  solide  ont  une  résiliante  qui  cons- 
titue le  poids  du  corps  , et  cette  résultante 
est  égale  à la  somme  des  poids  des  molécu- 
les ; 2*^  la  direction  de  cette  résultante  , ou 
du  poids  du  corps  , est  toujours  parallèle  à 
celle  de  la  pesanteur , et  par  conséquent  ver- 
ticale ; 3°  quelque  soient  les  différentes  po- 
sitions que  l’on  donne  à ce  corps , les  direc- 
tions des  résultantes  jiour  toutes  ces  positions 
se  coupent  en  un  même  point  : car  en  va- 
riant la  position  du  corps,  on  n’altere  pas  la 
grandeur  des  forces  qui  agissent  sur  les  molé- 
cules , et  ces  forces,  qui  changent  seulement 
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de  direction  par  rapport  au  corps  , ne  ces- 
sent pas  d'éire  parallèles  entre  elles. 

80.  Le  point  par  leqnel  passe  toujours  la 
direction  du  point  d’un  corps  , quelque  soit 
sa  position  , se  nomme  centre  de  gravité. 

81.  Lorsque  plusieurs  corps  sont  liés  en- 
tre eux  d’une  manière  invariable , et  que 
Ton  considéré  leur  assemblage  comme  s’il 
ne  faisoit  qu’un  seul  et  même  corps  , on 
donne  ordinairement  à cet  assemblage  le 
nom  de  système» 

82.  Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  d’un  corps 
unique  doit  être  dit  pareillement  du  sys- 
tème de  plusieurs  corps  j c’est-à-dire  que  le 
poids  du  système  est  égal  à la  somme  des 
poids  particuliers  des  corps  qui  le  compo- 
sent ; que  la  direction  de  ce  poids  est  ver- 
ticale ;et  que  cette  direction  , quelque  soit 
la  position  du  système  , passe  toujours  par 
«n  certain  même  point , qui  est  le  centre  de 
gravité  du  système. 

Corollaire  I. 

83.  On  peut  toujours  regarderie  poids  d’un 
corps  , ou  du  système  de  plusieurs  corps  , 
comme  une  force  dirigée  verticalement  , et 
Appliquée  au  centre  de  gravité  du  corps  ou 
du  système  j car  ce  poids  , qui  est  la  résul- 
tante des  poids  particuliers  de  toutes  les 
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lëcules  qui  composent  le  corps  ou  le  système, 
peut  être  considéré  comme  appliqué  à un 
point  quelconque  de  sa  direction  , et  par 
conséquent  au  centre  de  gravité  , qui  est 
toujours  sur  cette  direction , quelque  soit  d'ail- 
leurs la  position  du  corps  ou  du  syctéme. 


Corollaire  IL 


84.  Donc  on  fera  équilibre  à l’action  que 
la  pesanteur  exerce  sur  toutes  les  molécules 
d’un  corps  ou  d’un  système  de  corps  , en 
appliquant  au  centre  de  gravité  du  corps  ou 
du  système  une  force  unique  , dont  la  direc- 
tion soit  verticale  , qui  soit  égale  au  poids 
total  du  corps  ou  du  système  , et  qui  agisse 
dans  le  sens  contraire  à'celui  de  la  pesanteur. 

Réciproquement  , lorsqu'une  force  unique 
fera  équilibre  aux  poids  de  toutes  les  molé- 
cules d’un  corps  ou  d’un  système  de  corps , 
la  direction  de  cette  force  sera  verticale  , et 
elle  passera  par  le  centre  de  gravité  du  corps 
ou  du  système. 


Ainsi  lorsqu’un  corps  AB  suspendu  par  un  ^'2? 
fil  ED  à un  point  fixe  D sera  en  équilibre  , 
et  que  l’action  de  la  pesanteur  sera  par  con- 
séquent détruite  par  la  seule  résistance  du 
fil } la  direction  de  ce  fil  sera  verticale  , et 
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son  prolongement  passera  par  le  centre  de 
gravité  C du  corps. 

Corollaire  III. 

Fig.Sijt  Si.  On  déduit  de-là  une  manière  simple 
de  trouver  par  expérience  le  centre  de  gra- 
vité d'un  corps  de  figure  quelconque.  En  ef- 
fet , si  l’on  suspend  Je  meme  corps  à un  fil 
successivement  par  deux  points  différens.E, 
e , et  qu’on  prolonge  , par  la  pensée  , dans 
l’intérieur  du  corps  , les  deux  directions  du 
fil , le  point  C où  ces  deux  directions , se  cou- 
peront , sera  le  centre  de  gravité  demandé. 

Remarque. 

S6.  Les  poids  particuliers  des  corps  qui 
composent  un  système  pouvant  être  consi- 
dérés comme  des  forces  parallèles  appliquées 
aux  centres  de  gravité  particuliers  de  ces  corps, 
il  s’ensuit  que  lorsqu’on  connoîtra  les  poids  de 
ces  corps,  et  les  positions  de  leurs  centres  de 
gravité  particuliers , on  trouvera  la  position  du 
centre  de  gravité  de  leur  système  par  les  pro- 
cédés que  nous  avons  donnés  pour  trouver  les 
centres  des  forces  parallèles  , soit  en  se  servant 
du  [)rincipe  de  la  composition  des  forces  paral- 
lèles , comme  dans  l’article  (2C)  , soit  en  em- 
ployant la  considération  des  momens,  comme 


B K s T A T I Q U B.  7j 

dans  les  articles  ( 63 , 65 , 66  , et  67)  ; nous 
aurons  bientôt  occasion  d’en  donner  des  exem- 
pies. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’un  corps 
de  figure  quelconque  , on  conçoit  ce  corps 
divisé  en  un  certain  nombre  de  parties  telles 
que  l’on  connoissele  poids  de  chacune  d'elles  , 
et  la  position  de  sou  centre  de  gravité  parti- 
cul  er  ; puis  en  trouvant  le  centre  de  gravité 
du  sysi  éme  de  toutes  ces  parties , on  a le  centre 
de  gravité  demandé  du  corps. 

Mais  lorsque  les  parties  du  corps  sont  de 
même  nature  dans  toute  son  étendue,et  lorsque 
la  figure  du  corps  n’est  pas  très-compliquée  , 
on  peut  souvent  trouver  son  centre  de  gravité 
par  des  considérations  plus  simples  et  que 
nous  allons  employer  pour  arriver  aux  résul- 
tats dont  l’iisage  est  le  plus  fréquent. 

L E M M E, 

78.  Lorsqu  un  corps  peut  être  considéré 
comme  composé  de  parties  ^ B ^ BL 

C y Cl....  qui  prises  deux  à deux  sont  égales 
entre  elles , et  placées  de  telle  manière  que  les 
milieux  des  droites  AA^  BB' , C(d,  qui 
joignent  les  centres  de  gravité  des  parties 
homologues coïncident  en  un  même  point  D\ 
ce  point  y qui  est  le  centre  dé  figuré  du  corps  y 
est  aussi  son  centre  de  gravité. 
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Car  le  point  D est  le  centre  de  gravité  de 
chaque  système  particulier  de  deux  parties 
homologues  ; donc  il  est  aüssi  le  centre  de 
gravité  de  leur  système  général. 

- Corollaire. 

88.  En  considérant  les  lignes  , les  surfaces 
et  les  solides  comme  composés  de  parties 
uniformément  pesantes  , il  est  évident  i°.  que 
le  centre  de  gravité  d’une  ligne  droite  est  au 
milieu  de  sa  longueur  ; 

P'g-  37*  2°.  Que  le  centre  de  gravité  de  Taire , et 

celui  du  contour  d’un  parallélogramme  BA 
CD , sont  dans  son  centre  de  hgure  , c’est-à- 
dire  , au  point  E d’intersection  de  ses  deux 
diagonales  AC , BD  ; 

3°*  Que  le  centre  de  gravité  de  Taire  d’un 
cercle , et  celui  de  sa  circonférence  entière , 
sont  dans  le  centre  du  cercle  ; 

4°.  Que  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
totale  d’un  parallélipipede  , et  celui  de  sa  soli- 
dité , sont  dans  son  centre  de  figure  , c’est-à- 
dire  , dans  Tintersection  de  deux  quelconques 
de  ses  quatre  diagonales  , ou  au  milieu  d’una 
d’entre  elles  ; 

5°.  Que  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
convexe  d’un  cylindre  droit  ou  oblique , ter- 
miné par  deux  bases  paialleles , celui  de  la 
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surface  totale  de  ce  cylindre , et  celui  de  sa 
solidité  , sont  dans  le  milieu  de  la  longueur 
de  son  axe  ; 

6°.  que  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
d’une  sphère  , et  celui  de  sa  solidité  , sont  au 
centre  de  la  sphère. 

PROBLÈME. 

89.  Prouver  le  eentre  de  gravité  de  l’aire 
d'un  triangle  rectiligne  quelconque  ABC. 

Solution.  Après  avoir  mené  par  le  sommet 
A d’un  des  angles , et  par  le  milieu  D du  côté 
opposé,  la  droite  AD  , si  Ton  conçoit  l’aire 
du  triangle  divisée  en  une  infinité  d’élémens 
par  des  droites  parallèles  à BC , le  centre  de 
gravité  de  chacun  de  ces  élémens  sera  dans 
son  milieu  (88)  , et  par  conséquent  sur  la 
droite  AD  ; donc  le  centre  de  gravité  de  leur 
système  , qui  sera  celui  de  l’aire  du  triangle  , 
sera  sur  cette  même  droite  (28)  ; par  la  même 
raison,  si  du  sommet  B d’un  autre  angle  , et 
par  le  milieu  E du  côté  opposé  , on  mene 
une  droite  IJE  , cette  seconde  droite  contien- 
dra le  centre  de  gravité  ; donc  ce  centre  se 
trouvera  et  sur  la  droite  AD  , et  sur  la  droite 
BE  ; donc  il  se  trouvera  au  point  F d’intersec- 
tion de  ces  deux  droites. 


s-  38. 
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Corollaire  I. 

go.  Si  du  soimnet  A d'un  des  angles  du 
triangle  ABC , et  par  le  milieu  D du  côté 
opposé  , on  mene  une  droite  AD  , et  que 
Von  di  vise  cette  droite  en  tr  ois  parties  éga- 
les ; le  centre  de  granité  F de  Vaire  du 
V triangle  sera  sur  cette  droite  , auæ  deux 
tiers  à partir  du  sommet  de  V angle  j ou  au 
tiers  à partir  du  côté  opposé. 

Car  si  Ton  mène  la  droite  DE , cette  droite 
■ sera  parallèle  à AB  , à cause  que  les  côtés 
AB  , AC  sont  coupés  proportionnellement  en 
D et  E ; et  les  triangles  ABF , DEF  seront 
semblables  parce  que  leurs  angles  coi  respon- 
dans  seront  égaux  ; on  aura  donc  AF  : FD  ; ; 
AB  : DE  ; 

Mais  les  deux  autres  triangles  semblables 
ABC , EDC  donnent 

AB  : DE  : : BG  : DC , ou  : : 2 : 1 (89)  ; 

Donc  on  aura 

AF  : FD  ; : 2 ; 1 , ou  AF=2FD  , 

Et  par  conséquent 

FD=:’ AD  et  AFr=:;AD. 
Corollaire.  II. 

Fig,  gt.  Si  dans  le  plan  d’un  triangle  recti^ 
ligne  ABC  on  mene  une  droite  quelconque 
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G/,  la  perpendicAtlaire  FO,  abaissée  du 
centre  de  gravité  F de  Vaire  du  triangle  sur 
G/,  sera  égale  au  tiers  de  la  somme  ^G-f- 
CH-{~  B1  des  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  des  trois  angles  sur  la  même 
droite. 


En  effet , par  le  sommet  A d’un  des  angles, 
soit  menée  la  droite  AM  parallèle  à GI  et  qui 
coupera  en  K,  L,  M les  perpendiculaires  abais- 
sées des  autres  points  ; par  le  point  A , et  par 
le  centre  de  gravité  F,  soit  menée  la  droite 
AF , dont  le  prolongement  coupera  le  cûté 
opposé  en  deux  parties  égales  au  point  D ; 
enfin  par  le  point  D soit  menée  DN  perpen- 
diculaire à AM  : cela  posé  , on  aura  DN=: 
CK  + BM 

— : — et  les  triangles  semblables  AFL,  ADN 
donneront 

FL  : DN  : : AF  : AD  , ou  : 2:3  (90L 


Donc  on  auraFL=’DN— 


CK-+-BM 


Mais  les  droites  AG , KH  , LO , MI  étant 
égales  entre  elles  , on  aura 

; donc , en  ajoutant 


LO=- 


AG+KH-f-Mt 


cette  égalité  à la  précédente,  on  aura 
FL  1 LO ag+ck+kh+bm+mi 

PQ AG+Ca-t-BI  ^ 


, c’est  - à - dire, 
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Fig,  40.  On  déduit  de-là  une  autre  manière  de  trou- 
ver le  centre  de  gravité  de  Faire  d’un  triangle 
rectiligne  ABC  ; car  après  avoir  mené  a vo- 
lonté , dans  le  plan  du  triangle  , deux  droites 
GI,  GP,  et  après  avoir  trouvé  les  distances 
FO  , FPi  du  centre  de  gravité  à chacune  de 
ces  droites , si  Fon  mene  la  droite  PiV  paral- 
lèle à GI , et  à la  distance  FO,  cette  droite 
contiendra  le  centre  de  gravité  demandé  ; pa- 
reillement si  Fon  mene  XO  parallèle  à PG, 
et  à la  distance  FR  , cette  seconde  droite 
contiendra  le  centre  de  gravité  ; ' donc  , ce 
centre  se  trouvera  sur  les  deux  droites  RV, 
XO  ; donc  il  sera  au  point  F de  leur  inter- 
section. 

PROBLÈME. 

4^*  92.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  V aire 

d* un  -polygone  rectiligne  A.BCDE , d’un 
nombre  quelconque  de  côtés. 

PREMIÈRE  Solution  , par  le  procédé  de  la 
cômposition  des  forces  parallèles. 

On  divisera  Faire  du  polygone  en  triangles 
par  des  diagonales  AC , AD....  menées  du 
sommet  A d’un  même  angle , et  on  déter- 
minera (8g,  ou  90  ou  91)  les  centres  de 
gravité  particuliers  F , G , H des  aires  de  ces 
triangles  j ,’p^ds  considérant  ces  triangles 

comms 
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comme  des  poids  proportionnels  à leurs  ai- 
res et  appliqués  à leurs  centres  de  gravité  , 
on  joindia  les  centres  de  gravité  des  deux 
premiers  triangles  ABC  , CAD  par  une  droite 
FG , et  l’on  trouvera  sur  cette  droite  le  cen- 
tre lie  gravité  I du  système  des  deux  trian- 
gles, ou  quadrilatère  ABCD  , en  divisant  la 
droite  FG  en  deux  parties  réciproquement 
proportionnelles  aux  aires  des  deux  triangles 
(i8),  ce  qu'on  fera  par  la  proportion  sui- 
vante (20). 

Le  quadrilatère  ABCD  : au  triangle  CAD  :: 
FG  : FL 

Par  le  point  I , et  par  le  centre  de  gra- 
vité Il  du  triangle  suivant,  on  mènera  la 
droite  HI  , sur  laquelle  on  trouvera  le 
centre  de  gravité  K du  système  des  trois 
premiers  triangles  , en  divisant  cette  droite 
en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  aires  du  quadrilatère  ABCD, 
et  du  triangle  DAE  : ce  qu’on  fera  par  la 
proportion  suivante  : 

Le  pentagone  ABCDE  : au  triangle  DAE  : î 
IH  : IK. 

En  continuant  ainsi  de  suite , quelque 
soit  le  nombre  des  triangles , on  trouvera  le 
centie  de  gravité  de  leur  système  , et  ce  cen- 
tre sera  celui  de  Taire  du  polygone  proposé. 

F 
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Seconde  Solution,  tirée  de  la  considéra- 
tion des  momens. 

Après  avoir  divisé  l’aire  du  polygone  en 
triangles , comme  dans  la  solution  précédente, 
et  après  avoir  déterminé  les  centres  de  gravité 
particuliers  F,  G,  H de  tous  les  triangles,  on 
mènera  dans  le  plan  du  polygone  à volonté 
deux  droites  LM  , LN  , sur  lesquels  on  abais- 
sera des  perpendiculaires  de  tous  les  centres 
de  gravité  F , G , H;  cela  fait , la  distance  du 
centre  de  gravité  du  polygone  , ou  du  système 
de  tous  les  triangles , à chacune  des  droites  LM, 
LN  sera  égale  à la  somme  des  momens  des 
triangles  par  rapport  à cette  droite,  divisée 
par  la  somme  de  leurs  aires  (65),  ainsi  la 
distance  de  ce  centre  à la  droite  LM  sera 

ABCxT/t-  CADxGff  n-DAExH/t 

ABCDE  , 

Et  sa  distance  à la  droite  LN  sera 

ABCx^'+CADxGgt+DAExHAt 

ABCDE  . 

Donc  si  l’on  mene  une  droite  parallèle  à 
LM,  et  qui  en  soit  éloignée  d’une  quantité 
égale  à la  première  de  ces  deux  distances  , 
cette  droite  contiendra  le  centre  de  gravité 
du  polygone  ; pareillement  si  l’on  mene 
une  parallèle  à LN  , et  qui  en  soit  éloignée 
d’une  quantité  égale  à la  seconde  de  ces 
distances , cette  droite  contiendra  le  cen- 
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tre  de  gravité  ; donc  l’intersection  de  ces 
deux  droites  sera  le  centre  de  gravité 
demandé. 

Si  les  centres  de  gravité  F , G ^ H des 
triangles  qui  composent  l’aire  du  polygone, 
n’étoient  pas  tous  placés  du  même  côté 
par  rapport  à chacune  des  droites  LM  ^ 
LN  ; pour  trouver  la  distance  du  centre  de 
gravité  K du  polygone  à chacune  de  ces 
droites  , il  faudroit  retrancher  les  momeus 
des  triangles  dont  les  centres  de  gravité 
seroient  placés  de  l’autre  côté  de  cette 
droite  y au  lieu  de  les  ajouter  (65). 

PROBLÈME^ 

94*  l'rouver  le  centre  de  gravité  du  con- 
tour di  un  polygone  A B CT)  K , d’un  nombre 
quelconque  de  cotés. 

PREMIERE  Solution  , par  le  procédé  de  la 
composition  des  forces  parallèles. 

On  divisera  chacun  des  côtés  du  polygone 
en  deux  parties  égales  aux  points  F , G,  H, 
I , K , qui  seront  les  centres  de  gravité  par- 
ticuliers de  ces  côtés  (88).  Pni^  consi'lérant 
tous  les  côtés  comme  des  poids  proportion- 
nels à leurs  longueurs , on  trouvera  le  centre 
de  gravité  du  sy's tôme  O de  deux  quelcon- 
ques d’entre  eux,  tels  que  AB,  BC,  en  joi- 

F Si 
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gnant  leurs  centres  de  gravité  par  la  droite 
FG,  et  en  divisant  cette  droite  en  deux  par- 
ties réciproquement  proportionnelles  à ces 
côtés  , ce  qu’on  fera  par  la  proportion  sui- 
vante (20;. 

AB-I-BC  : BC  : : FG  : FO. 

Le  point  O étant  trouvé  , on  mènera  par 
ce  point , et  par  le  milieu  H du  côté  suivant 
la  droite  OH  , sur  laquelle  on  trouvera  le 
centre  de  gravité  P du  système  des  trois 
côtés  , en  divisant  cette  droite  en  deux  par- 
ties réciproquement  proportionnelles  au  côté 
CD  et  à la  somme  des  deux  premiers  AB  , BC  ; 
ce  qu’on  fera  par  la  proportion 

AB-h-BC-4-CD  : CD  : : OH  : OP. 

Pareillement  en  menant  la  droite  PI , on 
trouvera  le  centre  de  gravité  Q du  système 
des  quatre  côtés  AB , BC,  CD,  DE,  par  la 
proportion 

AB-t-BC-t-CD-f-DE  : DE  : : PI  : PQ. 

En  continuant  ainsi  de  suite,  quelque  soit 
le  nombre  des  côtés  du  polygone  , on  trou- 
vera le  centre  de  gravité  de  leur  système  , 
et  ce  centre  sera  celui  du  contour  du  po- 
lygone. 

Seconde  Solution,  tirée  de  la  considéra* 
rion  des  momens. 

Après  avoir  divisé  chaque  côté  du  poly 
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gone  en  deux  parties,  on  mènera  à volonté 
les  deux  droites  LM,  LN,sur  chacune  des- 
quelles on  abaissera  des  perpendiculaires  des 
milieux  de  tous  les  côtés.  Cela  fait , la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  R du  système  de 
tous  les  côtés  par  rapport  à cette  droite  LM  , 
LN  sera  égale  à la  somme  des  momens  des 
côtés  par  rapport  à cette  droite  , divisée  par 
la  somme  des  côtés  (G5)  ; ainsi  la  distance  de 
ce  centre  à la  droite  LM  sera 

ABxFA-BCxG^?+CDxH/i+DExU+EAxKA:i 
i'Bt-BC+CD+DE  + EA  ; 

Et  sa  distance  à la  droite  LN  sera 

ABxF/'  + BCxGiî'+CD+H7/'-i-DExI''-i-EAxKÂt 
ÀB+BC+CD+CE+EA  î 

Donc , en  menant  une  droite  pftrallele  à 
LM,  et  qui  en  soit  éloignée  d'une  quantité 
égale  à la  première  de  ces  distances  : puis 
une  autre  droite  parallèle  à LN , et  qui  en 
soit  éloignée  d’une  quantité  égale  à la  se- 
conde de  ces  distances  , le  point  d’intersec- 
tion de  CCS  deux  droites  sera  le  centre  de 
gravité  R du  contour  du  polygone. 

Remarque. 

gS.  Si  les  milieux  F , G , H , I , K de^  côtés 
du  polygone  étoient  placés  de  part  et 
d’autre  des  droites  LM,  LN  ; pour  trouver 
la  distance  du  centre  de  gravité  R à clia- 

F 3 
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cune  de  ces  droites , il  faudrait  retrancher 
les  niomens  des  côtés  dont  les  milieux  se- 
roient  placés  de  l’autre  part , au  lieu  de  les 
ajouter  (65), 

PROBLÈME. 

96.  Tromper  le  centre  de  f^ravité  de  la 
solidité  d’une  pyramide  triangulaire  quel- 
conque  ABGD. 

Solution.  On  déterminera  le  centre  de 
gravité  F de  l’aire  d’une  des  faces  BCD  de 
la  pyramide  (go) , en  menant  par  le  sommet 
D d’un  des  angles  de  cette  hice  , et  par  le 
milieu  E du  côté  opposé  BC  , una  droite 
DE,  et  en  prenant  sur  cette  droite  un  poinî; 
F , qui  soit  aux  deux  tiers  , à partir  du 
sommet  de  l’angle  , ou  au  tiers  à partir  du 
côté  ; puis  on  mènera  la  droite  AF  ; cela 
fait , si  l’on  conçoit  la  pyramide  divisée  en 
un  nombre  infini  de  tranches  par  des  plans 
parallèles  à la  face  BCD , toutes  ces  tran- 
ches seront  semblables  à cette  face  , et  elles 
seront  rencontrées  par  la  droite  AF  dans 
des  points  qui  , étant  placés  sur  chacune 
d’elles  de  la  même  manière  que  le  point 
F est  placé  sur  la  face  BCD  , seront  les 
centres  de  gravité  particuliers  de  ces  tran- 
ches J donc  le  centre  de  gravité  de  leur 
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système  , qui  sera  celui  de  la  solidité  de 
la  pyramide  , sera  sur  la  droite  AF  (28). 

Par  la  même  raison , après  avoir  déter- 
miné le  centre  de  gravité  G de  l’aire  d’une 
autre  face  ABC , ce  qu’on  fera  en  menant 
la  droite  AE , et  en  prenant  sur  cette  droite 
la  partie  EG=|AE , si  par  ce  point , et  par 
le  sommet  D de  l’angle  opposé  de  la  pyra- 
mide , on  mène  la  droite  DG  , cette  droite 
contiendra  aussi  le  centre  de  gravité  de  la 
solidité  delà  pyramide. 

Donc  les  droites  AF,  DG,  devant  toutes 
deux  contenir  le  centre  de  gravité  de  la  py- 
ramide , se  couperont  nécessairement  en  un 
certain  point  H ; et  le  point  d^intersection 
de  ces  deux  droites  sera  le  centre  de  gravité 
demandé. 

Remarque. 

97.  On  pourroit  démontrer  indépendam- 
ment de  la  considération  du  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  , que  les  droites  AF,  DG  se 
coupent  nécessairement  en  un  point , car  ces 
droites  sont  dans  un  même  plan  , qui  est 
celui  du  triangle  A DE. 

Corollaire  I. 

98.  Si  du  sommet  A d* un  des  angles 
d'une  pyramide  triangulaire  , et  par  le  ceii-. 

F 4 
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ire  clù  f^ravilc  F de  l’aire  de.  la  face  oppt^sée 
J3CD , on  mene  une  droite  ylF , le  centre 
de  gravité  H de  la  solidité  de  la  pyramide 
sera  sur  cette  droite  , et  au  quart  à partir 
de  la  face  , ou  aux  trois  cpiarts  à partir 
du  sommet  de  l’angle. 

En  effet  soit  menée  la  droite  GF  , qui  sera 
paralle  à AD  , parce  que  les  droites  EA,  ED 
sont  coupées  proportionnellement  en  G , F ; 
les  triangles  AHD,  FHG  , dont  les  angles 
correspondans  sont  égaux,  seront  semblables, 
et  donneront 

AH  : HF  ::  AD  : GF; 

Mais  les  deux  autres  triangDs  semblables 
A£D  , GEF  donnent  AD  : GF  : : ED  : EF 
ou  : : 3 : i (go)  ; donc  on  aura  AH  : HF  : : 
5 : 1,  c'’est'à“dire  , A11=3HF,  et' par  con- 
séquent HF=:4:AF  et  AH=:  + AF. 

Corollaire  IL 

r){).  Oii  clémonlreia  d’une  maniéré  analogue  à celle 
de  l’article  gi  cpie  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  la  solidité  d’une  pyramide  li  iangnlaii  e à un  plan 
quelconcpie  , est  égale  au  rpiart  de  la  soimne  des 
distances  des  sommets  des  cpiatre  angles  de  la  pyra- 
mide au  même  plan, 

t 

Corollaire  III. 

à 

v'-.rKr  100.  Le  centre  de  gravité  O de  la  soli- 

I 45» 
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(lité  d'une  pyramide  à base  quelconque 
^ B C DEF  est  sur  la  droite  , menée 
du  sommet  A , au  centre  de  gravité  G de 
l'aire  de  la  hase  , et  au  quart  de  cette 
droite  , à partir  de  la  basé  , ou  aux  trois 
quarts  à partir  du  sommet. 

Concevons  que  la  pyramide  soit  divisée  en 
tin  nombre  infini  de  tranches  par  des  plans 
parallèles  à la  base  ; toutes  ces  tranches  seront 
semblables  à la  base  , et  le  point  où  chacune 
d’elles  sera  rencontrée  par  la  droite  AG  sera 
placé  sur  cette  tranche  de  la  même  manière 
que  le  point  G est  placé  sur  la  base  ; par  con- 
séquent ce  point  sera  le  centre  de  gravité 
de  la  tranche  : donc  les  centres  de  gravité  de 
toutes  les  tranches  seront  sur  la  droite  AG  ; 
donc  le  centre  de  gravité  de  leur  système , qui 
sera  celui  de  la  solidité  de  la  pyramide  , sera 
aussi  sur  cette  droite  (28_}. 

De  plus  , soit  partagée  la  base  en  triangles, 
par  les  diagonales  BE,  BD , et  concevons  que 
})ar  ces  diagonales  et  par  le  sommet  A soient 
menés  des  [)lans  ABE,ABDqui  diviseront  la 
])yramifle  j>roposée  en  autant  de  pyramides 
triangulaires  qu’il  y aura  de  triangles  dans  la 
base;  puis  par  les  centres  de  gravité  H,  I,K 
des  bases  triangulaires  soient  menées  les  droi- 
tes AU , AI , AK  ; enhn  soient  pris  sur  ces 
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droites  les  points  L , M , N , qui  soient  sur 
chacune  d’elles  au  quart  de  sa  longueur , à 
partir  de  la  base  ; ces  points  seront  les  centres 
de  gravité  des  pyramides  triangulaires  C98). 
Cela  posé , les  points  L,  M,  N , qui  divise- 
ront proportionnellement  les  droites  AH  > 
AI,  AK,  menées  du  sommet  de  la  pyramide 
sur  la  base,  seront  dans  un  même  plan  paral- 
lèle à la  base';  donc  le  centre  de  gravité  du 
système  des  pyramides  triangulaires  , c’est-à- 
dire  , le  centre  de  gravité  de  la  solidité  de  la 
pyramide  proposée,  sera  dans  ce  même  plan; 
donc  le  centre  de  gravité  devant  se  trouver, 
et  clans  ce  plan  , et  clans  la  droite  AG , sera 
au  point  O de  leur  intersection. 

Or  la  droite  AG  sera  coupée  par  le  plan  LM 
N en  parties  proportionnelles  aux  divisions  des 
dioites  AH,  AI,  AK  ; donc  le  centre  de  gravité 
O de  la  solidité  de  la  pyramide  sera  placé  sur 
AG,  au  quart  de  cette  droite  à partir  delà  base, 
ou  aux  trois  c[uarts  à partir  du  sotnmet. 

Corollaire  IV. 

101.  Le  centre  de  gravité  de  la  solidité  d’un 
cône  à base  quelconque  est  sur  la  droite  menée 
du  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base,  et 
au  quart  de  cette  droite  , à partir  de  la  base  , 
ou  aux  trois  quarts,  à partir  du  sommet  ; car  ce 
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solide  peut  être  considéré  comme  une  pyra- 
mide dont  la  base  a une  inFinité  de  côtés. 

PROBLÈME. 

102.  Trruver  le  centre  de  gravité  r/e  Fis- 46. 
l'aire  (V une  section  faite  dans  la  carène 
d’un  'vaisseau  , par  un  plan  horisontal. 

Solution.  Soit  CEH  A e c la  section  proposée, 
et  AB  la  rencontre  du  plan  de  cette  section 
avec  le  plan  vertical  mené  par  la  quille  du 
vaisseau.  Il  est  évident  que  tout  étant  sym- 
métrique  de  part  et  d’autre  de  la  droite  AB  , 
le  centre  de  gravité  demandé  K sera  sur  cette 
droite  ; ainsi  pour  construire  ce  point,  il  suf- 
fira de  connoître  sa  distance  AK  à une  droite 
' Ce  menée  par  un  point  donné  perpendiculai- 
rement à AB. 

Pour  cela , soit  divisée  la  droite  AB  , par  des  ' 
perpendiculaires  ou  ordonnées  DJ,  Ee,  ^f... 
en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales, 

pour  que  les  arcs  CD  , DE  , EF compris 

entre  deux  perpendiculaires  voisines , puissent 
étrcTegardés  comme  des  lignes  droites,  ce  qui 
divisera  l’aire  de  la  section  en  trapèzes  ; puis 
soit  partagé  chacun  de  ces  trapèzes  en  trian- 
gles , au  moyen  des  diagonales  CJ,  De  , Vf...', 
cela  fait , si  Fon  prend  la  somme  des  inomens 
de  tous  les  triangles  par  rapport  à la  droite  Ce, 
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et  qu’on  divise  cette  somme  parla  somme  des 
aires  des  triangles , le  quotient  sera  la  distance 
demandée  AK  (65).  Or  chaque  triangle  peut 
être  considéré  comme  ayant  pour  base  une  des 
perpendiculaires  , et  {)Our  hauteur  la  distance 
commune  de  deux  perpendiculaires  consécu- 
tives; donc  l’aire  de  chaque  triangle  sera  égale 
à la  moitié  du  produit  de  l’ordonnée  qui  lui 
sert  de  base  , multipliée  par  la  distance  com- 
mune. Par  exemple,  l’aire  du  triangle  DEesera 
égale  à la  moitié  du  produit  EeXLM  ; celle  da 
triangle  D Je  sera  la  moitié  de  DJXbM  ; et 
ainsi  des  autres.  De  plus  , la  distance  du  cen- 
tre de  gravité  de  chacun  des  triangles  à la 
droite  Ce  sera  égale  au  tiers  de  la  somme 
des  distances  des  sommets  de  ses  trois  an- 
gles à la  même  droite (91)  : par  exemple,  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  du  triangle  DEe 
à la  droite  Ce  sera  le  tiers  de  AL-f-AM-f-AM  ; 
et  ainsi  des  autres. 

Donc  il  sera  facile  d’avoir  la  somme  des  ai- 
res de  tous  les  triangles  , et  la  somme  des 
momens  de  ces  aires  par  rapport  à la  droite 
Ce  ; et , en  divisant  la  seconde  de  ces  deux 
sommes  par  la  première,  on  aura  la  distance 
demandée  du  centre  de  gravité  K à la  droite 
Ce. 

I.a  solation  précédente  n’est  pas  rigoureuse 
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parce  que  les  parties  CD,  DE cd  ^ de 

Jes  bords  de  la  section,  ne  sont  pas  des  lignes 
droites  , comme  onT'l’a  supposé  ; mais  on  voit 
que  le  résultat  approchera  d’autant  plus  d’étre 
exact  , . que  ccs  parties  seront  plus  petites, 
c est-à  dire , que  le  nombre  des  perpendicu- 
laires sera  plus  grand. 

io5.  L’opération  que  nous  venons  de  décrire  eft 
susceptible  de  quelques  réductions.  En  effet , d’après 
ce  qui  précédé  , l’aire  du  triangle 


Ccd  est  AL  X ^ — ’ 

Celle  de  CDd  est  AL  X — 

Celle  de  Dde  est  AL  X — 

Celle  de  DEe  est  AL  V — 

O 

Celle  de  Ee/  est  AL  X — , 

i Celle  de  EF/  est  AL  X~-  ■" 

...  ^ 

et  ainsi  des  autres.  En  ajoutant  tous  ces  produits  on 

voit  que  leur  somme  est  égale  au  produit  du  facteur 
commun  AL,  multiplié  par  la  somme  faite  delà  moi- 
tié des  deux  perpendiculaires  extrêmes  , et  de  la 
somme  de  toutes  les  autres. 

Quant  aux  momens  de  ces  triangles  par  rapport  à la 
droite  Ce, 


Celui  de  Ccd  est  AL 
Celui  de  CDd  est  AL 


X 

X 


Ce 


2 

Dd 


2 


X 

X 


AL 

3 

2 AL 
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Celui  de  T)de  est  ALX- 


Celui  de  DEe  est  ALX- 

Celui  de  JLef  Qst  AL  X- 

« 

Celui  de  EF/  est  AL  X' 


2 

E<t 
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X- 

-X- 

-X 

X- 


4'L 


3 

S AL 


3 

7 AL 
3 

8AT 


et  ainsi  de  suite,  où  l’on  voit  que  le  noml^re  qui 
multiplie  AL  dans  le  moment  du  dernier  triangle, 
est  toujours  égal  au  triple  du  nombre  des  intervalles 
moins  un,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  triple 
du  numéro  de  la  dernière  perpendiculaire  moins  4- 
En  ajoutant  tous  ces  momens,  leur  somme  est  égale 
au  produit  du  facteur  commun  ALxAL  , multiplié 
parla  somme  faite  du  6®  de  la  piemière  perpendi- 
culaire , du  6®  de  la  derniere  multiplié  par  le  triple 
du  nombre  des  perpendiculaires  moins  4 P^'is  de  la 
seconde  perpendiculaire  > du  double  de  la  troisième  , 
du  triple  de  la  quatrième,  ...  et  ainsi  de  suite. 


Or  la  somme  des  momeKs  , et  celle  des  aires  , ayant 
le  facteur  commun  AL  , leur  quotient  sera  encoie  le. 
même  si  l’on  supprime  ce  facteur  dans  les  deux  termes 
de  la  division  ;donc;  pour  avoir  la  distance  du  centre 
de.  gravité  K à l’une  des  ordonnées  extrêmes  Ce,  il 
Jaut  1*^.  prendre  /e  6*  de  la  première  ordonnée  Ce  ; 
le  6e  de  la  dernière  Hh  multipliée  pur  le  triple  du  nom- 
bre des  ordonnées  , moins  ; puis  la  seconde  ordonnée 
le  double  de  la  troisième  , le  triple  de  la  qua  riènie...^ 
et  ainsi  de  suite  , ce  qui  donnera  une  première  somme  • 
à la  moitié  des  dehix'  ordonnées  extrêmes  ^ ajouter 
toutes  les  ordonnées  intermédiaires  , ce  qui  donnera 
une  seconde  somme  ; 5^^.  diviser  la  première  de  ces  deuss 
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sommes  par  la  seconde  , et  multiplier  Le  quotient  par 
l'intervalle  commun  des  ordonnées, 

PROBLÈME. 

io4.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  vo- 
lume de  la  partie  submer u^ée  de  la  caréné 
d’un  vaisseau. 

Solution.  Nous  supposerons  que  le  vais 
seau  étant  à flot , la  quiile  soit  horisontale , 
et  que  le  plan  vertical  mené  par  la  quille, 
partage  le  volume  de  la  carène  en  deux  parties 
parfaitement  sjmmétriques  ; cela  posé,  le 
centre  de  gravité  de  la  partie  submergée 
sera  dans  ce  plan  , et  la  question  sera  réduite 
à trouver  les  distances  de  ce  point  à deux 
droites  connues  de  position  dans  le  plan 
vertical. 

Soient  ABCDF  la  coupe  du  vaisseau  par 
le  plan  vertical,  CD  sa  quille  , et  concevons 
que  le  plan  de  flotaison  , ou  la  section  faîte 
dans  le  vaisseau  à fleur  d’eau  , soit  représentée 
par  la  droite  parallèle  à la  quille.  Soit 
divisé  l’intervalle  des  deux  droites  , CD 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales  BB' 

B".B"B  ^'... et  par  chaque  point  de  division 
soient  imaginées  des  sections  horisontales , 

représentées  par  B/Z»?,  Pareillement 

soit  divisée  la  droite  ^b , à partir  du  point  B 
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de  l’étambot,  en  partiès  ëgalesBF,  FF^, 
et  par  chaque  point  de  division  soient  imagi- 
nés des  plans  verticaux  perpendiculaires  à la 
quille  , et  représentés  par  les  droites  ly’, 
la  partie  submergée  de  la  carène  sera  di- 
visée en  prismes  rectangulaires  , dont  les  arrê- 
tes seront  perpendiculaires  au  plan  vertical 
mené  par  la  quille  , et  qui  seront  terminés  de 
part  et  d’autre  à la  surface  du  vaisseau.  (Il 
faut  que  les  divisions  des  droites  BB‘'^‘',  B/^ 
soient  assez  petites  pour  que  la  partie  de  la 
surface  du  vaisseau  qui  termine  chaque 
prisme  puisse  être  regardée  comme  plane). 
Enfin  soit  partagé  chaque  prisme  rectangu- 
laire , représenté  par  sa  base  LMNP  , en  deux 
prisme  triangulaires,  par  un  plan  diagonal, 
représenté  par  MP. 

Cela  posé,  i°.  chaque  prisme  triangulaire 
pourra  toujours  être  partagé  en  trois  pyra- 
mides de  même  base  que  le  prisme,  et  dont 
chacune  aura  pour  hauteur  une  des  arrêtes 
du  prisme  ; donc  si  par  des  mesures  actuelles, 
prises  dans  le  vaisseau  , on  a la  longueur  de 
toutes  les  arrêtes  , il  sera  facile  d’avoir  la  soli- 
dité de  chaque' pyramide , en  multipliant  l’aire 
delà  base  commune  LMP  parle  tiers  de  l’arrête 
qui  sert  de  hauteur  à la  pyramide  : et  en  pre;- 
nant  la  somme  de  tome  ces  solidités , en  aura 

' celle 


n E s T A T I Q ü E.  7^ 

telle  (le  la  partie  submergée  de  la  carène. 
2".  Le  moment  d'une  pyramide  triangulaire 
par  rapport  à un  plan  étant  égal  au  produit 
de  la  solidité  de  la  pyramide  , multipliée  par 
le  quart  de  la  somme  des  distances  des  som- 
mets de  ses  quatre  angles  à ce  plan  (gg) , il 
sera  facile  d’avoir  le  moment  de  chaque  pyra- 
mide par  rapport  au  plan  vertical  , pu 
au  plan  horisontal  CD,  parce  que  les  distances 
des  sommets  de  ses  angles  à chacun  d©  ces 
plans  sont  connues  ; et  en  prenant  la  somme 
de  tous  ces  momens  , on  aura  le  moment 
de  la  partie  submergée  de  la 'carène. 

Cela  fait  , le  quotient  de  la  somme  des  mo- 
mens par  rapport  au  plan  vertical  BB'^'  / di- 
visé par  la  somme  des  solidités , sera  la  dis- 
tance KX  du  centre  de  gravité  demandé  à la 
verticale  ; pareillement  le  quotient  de  la 
somme  des  momens  par  rapport  au  plan  hori- 
sontal CD  , divisée  par  la  somme  des  solidi- 
tés , sera  la  distance  KY  du  même  point  à 
la  quille.  On  aura  donc  alors  les  distances 
du  centre  de  gravité  à deux  droites  connues 
de  position  dans  le  plan  vertical  mené  par 
la  quille , et  par  conséquent  la  position  de  ce 
point  sera  déterminée. 

La  solution  précédente  n’est  pas  rigoureusCj 
parce  que  la  surface  du  vaisseau  étant  courbe, 

G 


98  Traité  Élémentaire 

la  partie  de  cette  surface  qui  termine  chaque 
prisme  triangulaire,  ne  peut  pas  être  regardée 
comme  plane  , ainsi  qu’on  Ta  supposé  5 mais 
on  conçoit  que  le  résultat  approchera  d’au- 
tant plus  d’étre  exact  , que  le  nombre  des 
divisions , et  dans  le  sens  de  la  hauteur  du 
vaisseau , et  dans  le  sens  de  sa  longueur , sera 
plus  grand. 

2c5.  L’opération  que  l’on  vient  de  décrire  est 
susceptible  de  quelques  réductions,  et  en  raisonnant 
comme  dans  l’aiticie  (io5)  , on  trouve  que  pour 
avoir  la  distance  KX  du  rentre  de  gravité  de  la 
j^artie  submergée  de  la  carène  au  plan  vertical  BB'I', 
il  faut  1^.  pour  chaque  section  horisontale  ^ piendre  Le 
6*  de  la  première  ordonnée  qui  est  dans  le  plan  , 

le  6e  de  la  dernière  , multipliée  par  le  triple  du 
nombre  des  ordonnées  contenues  dans  la  section  , moins 
4 ; puis  la  seconde  ordonnée  , le  double  de  la  troisie'- 

vie  , le  triple  de  la  quatrième  , ce  qui  formera 

une  somme  particulière  pour  chaque  section;  ensuite 
ajouter  ensemble  la  moitié  de  la  première  de  ces  som- 
mes , la  moitié  de  la  dernière  , et  toutes  les  intermé- 
diaires, ce  qui  formera  un  dividende.  2°.  Au  quart 
des  quatre  ordonnées  placées  aux  angles  du  rectangle 
Bbb^'^  5’”  , ajouter  la  moitié  de  toutes  celles  qui  sont 
sur  le  contour  de  ce  rectangle  , et  en  entier  toutes  celles 
^ui  sont  dans  l’’ intérieur ^ ce  qui  formera  un  diviseur. 

Di  viser  le  dividende  par  le  diviseur,  multiplier 
le  quotient  par  l'intervalle  B F parallèle  à la  distance 
cherchée  KX. 

Püui  trouver  la  distance  KY  du  centre  de  gravité 
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an  plan  Loi  isontal  mené  par  la  quille,  il  faut  opéi.er 
sur  les  sections  verticales  comme  on  a opéré  sur  les 
sections  horisontales  dans  le  cas  précédent  j c’est'ii- 
à\re  , ,1°  pour  chaque  section  verticale^  prendre  le  6. 
de  l'ordonnée  irif  'érieure  , le  6e  de  celle  qui  est  dans 
le  plan  de  flottaison  , multipliée  par  le  triple  du. 
nombre  des  ordonnées  de  la  section,  moins  4/  p'‘^‘is 
la  seconde  ordonnée,  à partir  d’en  bas,  le  double  de 
la  troisième , le  triple  dé  la  quatrième  ce  qui 
formera  pour  chaque  section  une  somme  particulière  j 
ensuite  ajouter  ensemble  la  moitié  de  la  ptemiere  de 
ces  sommes  , la  moitié  de  la  dernière , et  toutes  les 
intermédiaires  , ce  qui formera  un  dividende,  . Divi- 
ser ce  dividende  par  le  même  diviseur  que  dans  le 
cas  précédent , et  multiplier  le  quotient  par  l'intervalle 
BBt  parallèle  à la  distance  cherchée  KY. 

Remarque. 

i6o.  Dans  le  problème  précédent  on  avoit 
seulement  pour  objet  de  trouver  le  centre  de 
gravité  du  volume  de  la  partie  plongée  de 
la  carène  , ou  , ce  qui  revient  au  même , du 
volume  d’eau  déplacé  par  le  vaisseau.  Mais 
s’il  étoit  question  de  trouver  le  centre  de  gra- 
vité du  vaisseau  lui-méme , soit  en  charge  , 
soit  hors  de  charge  , c’est-à-dire  , de  trouver 
les  distances  de  ce  point  au  plan  horisontal 
mené  par  la  quille  , et  au  plan  vertical  per- 
pendiculaire à la  quille  j ilfaudroit  prendre, 
par  rapport  à chacun  de  ces  plans  , la  somme 

G a 
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des  momens  de  toutes  les  parties  qui  compo- 
sent le  vaisseau  et  sa  charge  , et  diviser  en- 
suite chacune  de  ces  sommes  par  le  poids  total 
du  vaisseau  et  de  sa  charge  ; en  observant , 
pour  prendre  les  momens  , de  multiplier  , 
non  pas  le  volume , mais  le  poids  de  chaque 
partie  , par  la  distance  du  centre  de  gravité 
particulier  de  cette  partie  au  plan  par  rap- 
port auquel  on  prend  les  momens  ; et  les 
quotiens  de  ces  divisions  seraient  les  distan- 
ces demandées. 

Quant  au  centre  de  gravité  particulier  de 
chacune  des  parties  du  vaisseau  et  de  sa  charge, 
il  sera  facile  à trouver , du  moins  d’une  ma- 
nière suffisament  approchée  , parce  qu’on 
pourra  toujours  décomposer  cette  partie  en 
parallélipipedes  , en  cylindres , en  pyramides, 
ou  en  d’autres  solides  dont  nous  avons  don- 
né le  moyen  de  trouver  les  centres  de  gravité. 
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CHAPITRE  IV. 

De  V Équilibre  dc$  Machines. 

107.  C3n  appelle  machine  tout  instrument 
destiné  à transmettre  l’action  d’une  force  dé- 
terminée à un  point  qui  ne  se  trouve  pas  sur 
sa  direction , de  manière  que  cette  force  puisse 
mouvoir  un  corps  auquel  elle  n’est  pas  immé- 
diatement appliquée,  et  le  mouvoir  suivant 
une  direction  différente  de  la  sienne  propre. 

J 08.  On  ne  peut  en  général  changer  la  di- 
rection d’une  force  qu'en  décomposant  cette 
force  en  deux  autres  , dont  l’une  soit  dirigée 
vers  un  point  Hxe  qui  la  détruise  par  sa  résis- 
tance , et  dont  l’autre  agisse  suivant  la  nou- 
velle direction  ; cette  dernière  force,  qui  est 
la  seule  qui  puisse  produire  quelque  effet  , 
est  toujours  une  composante  de  la  première  : 
et  suivant  les  circonstances  , elle  peut  être 
ou  plus  petite  ou  plus  grande  qu’elle.  En  chan- 
geant de  cette  manière  les  directions  et  les 
grandeurs  des  forces  , on  peut  donc  , à l’aide 
d’une  machine,  et  des  points  d'appui  qu'elle 
-présente  , mettre  en  équilibre  deux  forces 
inégales  et  qui  ne  sont  pas  directement  op- 
posées* 
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109.  La  force  dont  on  a pour  objet  de  chan- 
ger la  direction  en  employant  une  machine  , 
se  nomme  ordinairement  puissance , et  on 
donne  le  nom  de  résistance  au  corps  qu'elle 
doit  mouvoir  , ou  à la  force  à laquelle  elle 
doit  faire  équilibre  au  moyen  de  la  machine, 

110.  Nous  nous  proposons  seulement  ici 
de  trouver  les  rapports  que  doivent  avoir  en 
tre  elles  la  puissance  et  la  résistance  appliquées 
à la  même  machine,  pour  que,  eu  égard  à 
leurs  directions  , elles  soient  en  équilibre. 
Nous  ferons  abstraction  des  frottemens,  c’est- 
à-dire  , des  difficultés  que  les  différentes  par- 
ties de  la  machine  peuvent  éprouver  à glisser 
ou  à rouler  les  unes  sur  les  autres  ; et  nous 
supposerons  que  les  cordes,  lorsqu’il  en  entre- 
ra dans  la  composition  de  la  machine  , soient 
parfaitement  flexibles.  Ainsi  , après  avoir 
donné  à une  puissance  la  grandeur  qui 
convient  à l’état  d’équilibre  dans  cette  sup- 
position , il  ne  suffiroit  pas  de  l’augmenter 
d’une  petite  quantité  pour  troubler  l’équi- 
libre , et  mettre  la  machine  en  mouvement  ; 
il  faudrait  d’abord  l’augmenter  de  toute  la 
quantité  nécessaire  pour  vaincre  les  obstacles 
dont  nous  venons  de  faire  mention  , et 
ensuite  une  légère  augmentation  feroit 
naître  le  mouvement. 
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lit.  Quoique  le  nombre  des  machines 
soit  très-grand  , on  peut  les  regarder  toutes 
comme  composées  de  trois  machines  sim- 
ples , qui  sont  les  cordes , le  levier , et  le  p/a/i 
incliné  ; nous  nous  contenterons  d’exposer 
les  théories  de  ces  ' trois  machines  , et  de 
celles  qui  en  sont  immédiatement  dérivées  ; 
il  sera  facile  ensuite  , par  de  simples  applica- 
tions , de  trouver  le  rapport  de  la  puissance 
à la  résistance  , pour  le  cas  de  l’équilibre 
dans  toute  machine  , quelque  compliquée 
qu^elle  soit. 

Article  I. 

De  V équilibre  des  forces  qui  agissent  les 
unes  sur  les  autres  y au  moyen  des 
cordes. 

112.  Nous  supposerons  que  les  cordes  sont 
sans  pesanteur  ; et  parce  que  la  faculté  qu’el- 
les  ont  de  transmettre  les  forces  est  indé- 
pendante de  leur  grosseur  ; nous  les  suppo- 
serons réduites  à leurs  axes  , et  nous  les 
regarderons  comme  des  lignes  droites  flexibles 
et  inextensibles,  Cela  posé , considérons  d’a- 
bord le  cas  d’équilibre  entre  trois  forces  P , Q , 
Pi , agissant  les  unes  sur  les  autres  au  moyen 
de  trois  cordes  réunies  par  un  nœud  A. 
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1°.  Les  trois  forces  P,Q,R,  ne  peuvent 
pas  être  en  équilibre  , à moins  que  leurs  trois 
directions , et  par  conséquent  les  cordes  au 
moyen  desquelles  elles  transmettent  leurs 
actions  , ne  soient  dans  un  même  plan  (29). 

2*^.  Si  l’on  représente  deux  quelconques 
de  ces  forces,  par  exemple,  les  deux  foices 
P,  Q,  parles  parties  AD,  AG  de  leurs  direc- 
tions , et  que  sur  ces  doites  comme  côtés 
contigus  , on  construise  le  parallélogramme 
ACBD  : la  diagonale  AD  représentera  , en 
grandeur  et  en  direction  , la  résultante  de 
ces  deux  forces  (56)  : or  les  trois  forces  étant 
en  équilibre  , la  force  R doit  être  égale  et 
directement  opposée  à la  résultante  des  deux 
autres  ; donc  la  direction  de  la  force  R sera 
dans  le  prolongement  de  BA  , et  sa  grandeur 
sera  représentée  par  cette  diagonale  ; ainsi 
l’on  aura 

P : Q : R : : AC  : AD  : AB, 

ou  , prrce  que  les  côtés  AD  , BC  , du  paral- 
lélogramme sont  égaux  , les  trois  forces  P, 
R seront  entre  elles  comme  les  côtés  du, 
triangle  ABC. 

n3.  Les  angles  du  triangle  ABC  étant 
donnés  parles  directions  des  forces  P,  Q, 
R,  et  les  grandeurs  de  ses  côtés  étant  pro- 
poriionnelies  à c-  lies  de  çes  l;i'ois  forces  , R 
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s’ensuit  qne-cles  six  choses  que  l’on  peut 
considérer  dans  l’équilibre  dont  il  s’agit  , sa- 
voir les  directions  des  forces  et  leurs  gran- 
deurs, trois  quelconques  étant  données,  on 
pourra  trou\er  les  trois  autres,  dans  tous  les 
cas  où  des  six  choses  que  l’on  peut  considé- 
rer dans  le  triangle  ABC  , savoir  les  angles 
et  les  côtés  , trois  étant  données  , on  pourra 
déterminer  les  trois  autres. 

Par  exemple  , lorsque  les  trois  forces  P , 
Q , R seront  connues  , on  trouvera  les  angles 
que  les  cordons  doivent  faire  entre  eux 
pour  qu’elles  soient  en  équilibre  , en  cons- 
truisant le  triangle  ABC  , dont  les  côtés  soient 
proportionnels  à ces  forces.  Mais  lorsque  les 
directions  seront  données  , on  ne  pourra  con- 
nortre  que  les  rapports  des  trois  forces  , parce 
que  dans  le  triangle  ABC  la  connoissance  des 
trois  angles  détermine  seulement  le  rapport 
des  côtés  , et  ne  détermine  pas  leurs  gran- 
deurs. Ainsi  il  faudra  de  plus  connoître  la 
grandeur  d’une  des  trois  forces  P , Q , R , pour 
trouver  celle  des  deux  autres,  au  moyen  de 
la  suite  proportionnelle 

P : Q : R : : AC  : BC  : AB. 
Remarque  I. 

U/m  Si  les  trois  cordons  sont  réunis  par 
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un  nœud  coulant  , par  exemple  , si  la  corde 
PAQ  passe  dans  un  anneau  attaclu^  à Fextré- 
mité  du  cordon  RA  , les  conditions  que  nous 
venons  d’énoncer  ne  suffisent  pas  pour  éta- 
blir l’équilibre  ; il  faut  de  plus  que  les  angles 
PAR , QAB  , formés  par  les  deux  parties  de 
la  corde  , et  par  le  prolongement  AB  de  la 
direction  de  l’autre  cordon  , soient  égaux;  car 
il  est  évident  que  , sans  cela  , l’anneau  A 
glisseroitsur  cette  corde  du  côté  du  plus  grand 
des  deux  angles. 

Remarque  I I. 

ii5.  Ce  que  nous  venons  de  dire  contient 
toute  la  théorie  de  l’équilibre  entre  trois 
puissances  appliquées  à des  cordons  réunis 
en  un  même  nœud  ; mais  nous  avons  sup- 
posé la  construction  du  parallélogramme  AG 
BD  , et  on  peut  énoncer  cette  théorie  indé- 
pendamment de  toute  construction. 

En  effet,  dans  tout  triangle  ABC,  les  côtés 
sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  op- 
posés , c’est  à-dire  que  l’on  a 

AB  : BG  : AB  : : sin  ABC  : sin  BAC  : sin  ACB; 

or  les  sinus  de  ces  angles  sont  respective- 
ment les  memes  que  ceux  de  leurs  supplémens 
RAQ , RAP , PAQ  ; donc  on  a aussi 
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AC  : BC  : AB  : : sin  RAQ  : sin  RAP  : sin  PAQ, 
et  par  conséquent 

P ; Q : Pi  : : sin  RAQ  : sin  RAP  : sin  PAQ  ; 
c’est-à-dire  que  lorsque  trois  puissances  , qui 
agissent  par  des  cordes  sur  un  même  nœud^ 
s 'nt  en  équilibre  , chacune  d'elles  <?s^  comme 
le  sinus  de  l’angle  formé  par  les  directions 
des  deux  autres. 

Corollaire  L 

116.  Si  les  cordons  AP,  AQ,  au  lieu  Fig. 
d’étre  tirés  par  deux  puissances , sont  atta- 
chés à deux  points  fixes  en  P et  Q , et  que 
l’on  représente  la  force  R par  la  diagonale 
AB  du  parallélogramme  ABCD  , les  deux 
côtés  AC  , AD  représentent  les  tensions  de 
ces  deux  cordons , ou  les  efforts  qu’ils  exer- 
cent sur  les  points  fixes  dans  le  sens  de 
leurs  directions. 

Corollaire  II. 

117.  Lorsque  l’angle  PAQ  est  très  grand , 
les  côtés  BC  , AD  du  parallélogramme  sont 
très-grands  par  rapport  à la  diagonale  AD  > 
et  par  conséquent  les  efforts  que  la  puissance 
R exerce  sur  les  points  fixes  P , Q,  pour  les 
approcher  l’un  de  lautre  , sont  très-grands 
par  rapport  à cette  puissance.  On  peut  donc, 


jo3  TRAixi  Élémentairk 
au  moyen  des  cordes  , mettre  une  puissance 
médiocre  en  état  d’exercer  une  très-grande 
action. 

Corollaire  II  I. 

1 18.  Dans  le  cas  d’équilibre , quelque  petite 
que  soit  la  force  R , la  diagonale  AB  qui  la 
représente  n’est  pas  nulle  , et  les  trois  points 
C , A , D , ne  sont  pas  en  ligne  droite  , donc, 
en  supposant  qu’une  corde  PAQ  sans' pesan- 
teur soit  tendue  en  ligne  droite  par  deux  for- 
ces P , Q , la  plus  petite  force  R , appliquée  en 
A , la  pliera  dans  ce  point , et  lui  fera  faire 
un  angle  PAQ.  Ainsi , il  est  rigoureusement 
impossible  de  tendre  une  corde  pesante  en 
ligne  droite  , à moins  qu’elle  ne  soit  verticale, 
car  les  poids  des  parties  qui  la  composent  peu- 
vent être  regardés  comme  des  forces  appli- 
quées à cette  corde  , et  qui  doivent  nécessai- 
rement l’écarter  de  la  ligne  droite. 

Corollaire  IV. 

Fig.  )i.  irg.  Si  tant  de  puissances  P,  Q,  R , S,  T... 
qu’on  voudra,  agissent  les  unes  sur  les  autres 
par  des  cordes  réunies  trois  à trois  dans  un 
même  nœud  , il  est  facile,  d’après  ce  qui  pré- 
cédé, de  trouver  les  rapports  que  ces  puissan- 
ces doivent  avoir  entre  elles  , eu  égard  à leurs 
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directions  , pour  être  en  équilibre  ; car  1 équi- 
libré général  ne  peut  avoir  lieu,  à moins 
que  les  trois  puissances  réunies  par  chaque 
nœud  , ne  soient  en  équilibre  entre  elles  ; 2^ 
que  les  cordons  AB,  BC,  qui  réunissent  deux 
nœuds  , ne  soient  également  tendus  dans  les 
deux  sens.  Donc  , en  nommant  U , Xles  ten- 
sions des  deux  cordons  AB  , BC  , on  aura 
(ii5),à  cause  de  l’équilibre  autour  du  nœud  A, 

P : Q ; : sin  QAB  ; sin  PAB, 

P : U : ; sin  QAB  : sin  PAQ  j 
à cause  de  l'équilibre  autour  du  nœud  B, 

U : B.  : : sin  BBC  : sin  ABC , 

U : X ; : sin  BBC  : sin  ABB; 

à cause  de  l’équilibre  autour  du  nœud  C , 

X : S : : sin  SCT  : sin  BCT  , 

X : T : : sin  SCT  : sin  BCS. 

Et  en  continuant  ces  proportions  , on  trou^ 
vera  le  rapport  de  deux  quelconques  de  ces 
puissances , et  le  rapport  d’une  d’entre  elles, 
à la  tension  U,  X de  quelque’  cordon  que 
ce  soit. 

Par  exemple , en  multipliant  par  ordre  la 
2®  proportion  et  la  3®,  on  trouve 

P : B : : sin  QAB  X sin  BBC  : sin  PAQ  X 
sin  ABC  : 

En  multipliant  la  2®  et  la  4^ 
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P : X sin  QABXsin  BBC  : sinPAQX 
sin  ABR  : 

en  multipliant  la  2^,  la.  et  la  5® 

P : S : : sin  QAB  X sin  RBG  X sin  SCT  : 
sin  PAQ  X sin  ABR  X sin  BGT 

En  multipliant  la  2®  , la  4®  > la  6® 

P : T : : sin  QAB  X sin  RBG  X sin  SCT: 
sin  PAQ  X sin  ABR  X sin  BCS 
et  ainsi  de  suite. 

11  suit  aussi  de  là  que  les  trois  cordons  réu- 
nis par  un  même  nœud,  sont  dans  un  même 
plan  (lia),  quoique  ceux  qui  sont  réunis 
autôur  de  deux  nœuds  puissent  être  dans 
des  plans  différens. 

Corollaire  V. 

120.  Si  les  forces  Q,  R,  S,  sont  des  poids 
suspendus  par  les  nœuds  A,  B,  G à une  mê- 
me corde  EABCF  , et  que  cette  corde  soit 
retenue  par  ses  extrémités  à deux  points 
fixes  E , F ; 

1°.  Lacorde  entière , et  les  cordons  des  poids 
Q , R 5 S sont  dans  un  même  plan  vertical  ; car 
les  deux  parties  EA,  AB  de  la  corde  sont  dans 
le  plan  vertical  mené  par  le  cordon  AQ  ; pa- 
reillement les  deux  parties  AB  , BG  sont  dans 
le  plan  vertical  mené  par  BR  : or  cej  deux 
plans  verticaux  passent  par  la  même  droite 
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AB  , et  se  confondent  ; donc  les  parties  EA  , 
AB  , BC  de  la  corde  , et  les  directions  des  cor- 
dons AQ  , BR  sont  dans  un  même  plan  verti- 
cal. On  démontre  de  la  même  manière  que  la 
partie  CF  de  la  corde  , et  la  direction  CS  sont 
dans  ce  même  plan  , et  ainsi  de  suite. 

2'’.  Les  tensions  des  deux  parties  extrêmes 
de  la  corde  sont  entre  elles  réciproquement 
comme  les  sinus  des  angles  que  ces  parties 
font  avec  la  verticale  ; car  les  angles  QAB  , 
ABR  sont  supplémens  l’un  de  l’autre  , et  ont 
le  même  sinus  ; il  en  est  de  même  des  angles 
RBC,BCS,  et  ainsi  de  suite  ; donc  , en  né- 
gligeant les  facteurs  communs  dans  la  pro- 
portion qui  donne  le  rapport  des  deux  ten- 
sions extrêmes  P , T , (i  19)  ; on  a 

P ; T : : si n SCT  : sin  PAQ. 

3'^.  La  verticale  HI , menée  par  le  point  de 
concours  G des  prolongemens  des  deux  par- 
ties extrêmes  de  la  corde,  passe’parle  centre 
de  gravité  du  système  de  tous  les  poids  Q, 
R,  S....  Car  les  deux  parties  extrêmes  étant 
dans  un  même  plan  , leurs  tensions  ont  une 
résultante  dont  la  direction  passe  par  le  point 
G ; de  plus  , ces  tensions  supportant  le  sys- 
tème des  poids  Q , Pi , S....  leur  résultante 
doit  être  verticale  , et  doit  passer  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  ces  poids  j dont  le  point  G, 
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et  le  centre  de  gravité  des  poids  Q , R , S 

sont  dans. une  même  verticalei 

Corollaire  VI. 

12:1.  Lorsqu’une  corde  pesante  EHF  est 
suspendue  en  équilibre  à deux  points  fixes  EF^ 
on  peut  considérer  son  axe  comme  un  fil  sans 
pesanteur  , chargé  de  poids  distribués  dans 
toute  son  étendue  ; donc  r cet  axe  est  dans  le 
plan  vertical  mené  par  les  deux  points  de  sus. 
pens  on  ; 2°  si  l’on  prolonge  en  EG  , FG  les 
directions  des  deux  élémens  extrêmes  de 
cet  axe  , et  que  par  le  point  de  concours 
G on  mene  la  verticale  IH  , les  tensions  de 
ces  deux  élémens  sont  entre  elles  récipro- 
quement comme  les  sinus  des  angles  que 
ces  élémens  font  avec  la  verticale  , c’est  à- 
dire  qu’en  nommant  P et  T ces  tensions  j 
on  a 

P : T : : sin.  IGF  : sin.  IGE; 

5®.  le  centre  de  gravité  K de  la  corde  est 
dans  la  verticale  IH. 

Enfin,  en  considérant  le  poids  total  Z de 
la  corde  comme  une  force  appliquée  au 
point  G de  sa  direction  , on  trouvera  les 
efforts  que  la  corde  fait  sur  les  deux  pointa 
d’appui  E , F , suivant  les  directions  EG , 
FG  , en  décomposant  la  force  Z en  deux 

autres 
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autres  qui  agissent  dans  ces  directions  , et 
l’on  aura(ii5) 

Z : P : T ; : sin.  EGF  : sin.  IGF  : sin  IGE 
Remarque. 

122.  Jusques  ici  nous  avons  supposé  qu’il 
n’y  eut  que  trois  cordons  réunis  à chaque 
nœud  , parce  que  si  les  cordons  rassemblés 
en  un  même  nœud  sont  en  plus  grand  nom- 
bre , et  compris  dans  un  même  plan  , il  ne 
suffit  pas  de  connoître  leurs  directions  pour 
trouver  dans  quels  rapports  doivent  être  les 
puissances  qui  leur  sont  appliquées  , pour 
être  en  équilibre  ; c'est  à-dire,  que  ces  rap- 
ports peuvent  varier  d’une  infinité  de  ma- 
nières , sans  que  les  forces  cessent  d’étre 
en  équilibre. 

En  effet  , quelque  soit  le  nombre  des 
puissances  dirigées  dans  un  même  plan  , il 
suffit , pour  qu’elles  soient  en  équilibre  auto  ur 
d’un  même  nœud  , que  la  résultante  de 
deux  quelconques  d’entre  elles  soit  égale 
et  directement  opposée  à la  résultante  de 
toutes  les  autres  ; donc  • toutes  ces  forces  , 
exceptées  deux  , étant  prises  à volonté  , ce 
qui  détermine  la  grandeur  et  la  direction 
de  leur  résultante  , on  pourra  trouver  les 
grandeurs  des  deux  dernières  forces  qui 
feront  équilibre  à cette  résultante. 

H 


ji4  Traité  Élémentairb 

Cependant  lorsque  quatre  cordons  réunis 
dans  un  même  nœud  ne  sont  pas  dans  un 
meme  plan , leurs  directions  étant  données, 
les  rapports  des  grandeurs  que  doivent  avoir 
les  forces  qui  leur  sont  appliquées  pour  se 
faire  équilibre  , sont  déterminées  : car  nous 
avons  vu  (43)  que  ces  forces  doivent  être 
entre  elles  comme  la  diagonale  et  les  arrêtes 
contiguës  du  parallélipipede  construit  sur 
leurs  directions.  Mais  lorsque  les  forces  ne 
sont  pas  dirigées  dans  un  même  plan,  et 
que  leur  nombre  est  plus  grand  que  quatre , 
les  rapports  des  forces  ne  sont  plus  détermi- 
nés par  la  connoissance  des  directions  de* 
cordons. 

Article  II. 

De  r équilibre  du  levier. 

123.  Le  levier  est  uae  verge  inflexible  ACB- 
(fig.  54) , ou  CAB  (fig.  55)  , droite  ou  courbe 
et  mobile  autour  d’un  de  ses  points  C , rendu 
fixe  au  moyen  d’un  obstacle  quelconque , et 
cet  obstacle  se  nomme  point  d’appui. 

124-  En  supposant  d’abord  que  le  levier 
soit  sans  pesanteur  , et  qu’il  ne  puisse  en  au- 
cune manière  glisser  sur  le  point  d’appui , 
soient  P , Q , deux  puissances  appliquées,  ou 
immédiatement,  ou  au  moyen  des  cordes  AP, 
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ËQ  , aux  (.leux  points  A , B d'un  levier.  SL 
l’on  considère  la  résistance  du  point  d’appui 
C comme  l’effet  d’une  troisième  force  R ap- 
pliquée au  levier  dans  ce  même  point,  nous 
avons  vu  , pour  le  cas  d’équilibre  entre  ces 
trois  forces,  ^ que  leurs  directions  sont  com- 
prises dans  un  ménie  plan  et  concourent  en 
' un  même  point  D (5o)  ; 2 que  les  forces  P Q 
sont  entre  elles  réciprocjuement  comme  les 
perpendiculaires  CB,  BF  abaissées  du  point 
d’appui  sur  leurs  directions  (35),  c’est-à»dire 
que  l’on  a 

P : Q : : CF  : CE. 

3 que  s:,  à partir  du  point  D , on  porte  sur 
les  directions  des  forces  P , Q , les  droites 
DL , DM  proportionnelles  aux  grandeurs  de 
ces  forces,  et  qu’on  achevé  le  paralellogram- 
nie  DLMN,  la  diagonale  DN  représente  en 
grandeur  et  en  direction  là  force  R , et  par 
conséquent  la  résistance  du  point  d’appui  (55)^ 
ainsi  l'on  a 

P Q ; R : : DL  : DM  ou  NL  : DN. 
ou  (ii5) 

P ; Q : R : : sin  QDR  : sin  PDR  ; sin  PDQ* 
Corollaire  L 

125.  Si  l’on  fait  abstraction  de  la  résistance 
du  point  d’appui  , c’est-à-dire,  si  l’on  sup- 
pose que  ce  point  soit  capable  d’une  résis- 

H 2 
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tance  indéfinie  , il  faut  pour  que  les  deux 
puissances  P , Q soient  en  équilibre  autour 
de  ce  point  au  moyen  du  levier,  i°  que  leurs 
directions  et  le  point  d'appui  soient  dans  un 
même  plan,  2®  que  les  deux  forces  P,  Q ten- 
dent à faire  tourner  le  levier  autour  du  point 
d’appui  C,  dans  des  sens  opposés , et  que  leurs 
inomens  par  rapport  à ce  point  soient  égaux, 
c’est  à-dire  que  l’on  ait  (68) 

r>i^E=QxcF. 

Corollaire  IL 

126.  On  voit  donc  1°  que  , quelque  petite 
que  soit  la  puissance  Q,  on  peut  toujours, 
au  moyen  d’un  levier,  la  mettre  en  équilibre 
ïiutour  d’un  point  d’appui  C,  avec  une  autre 
puissance  P donnée  de  grandeur  et  de  direc- 
tion ; car  la  direction  de  la  force  P étant  con- 
nue, la  distance  CE  de  cette  direction  au  point 
d’appui  sera  connue  ; et  l’on  connoîtra  le  mo- 
ment PXCE  ; il  suffira  donc  de  faire  ensorte 
que  le  moment  QXCF  de  la  puissance  soit 
égal  au  précédent  , c’est-à-dire  , de  diriger 
cette  puissance  de  manière  que  sa  distance 

CF  au  point  d’appui  soit  égal  à — et 

qu’elle  tende  à faire  tourner  le  levier  dans  le 
sens  contraii'e  à la  force  P. 
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. 2°  Que  si  la  distance  CF  de  la  direction  de 
la  force  Q au  point  d’appui  est  connue , on 
trouvera  la  grandeur  que  doit  avoir  cette 
force  , pour  faire  équilibre  à la  force  P , en 
divisant  le  moment  de  cette  dernière  force 
par  la  distance  GF,  c’est-à-dire  que  l’on  aura 

O 

V — CE 


Corollaire  II  Î. 

127.  L’effort  ou  la  charge  que  supporte  le 
point  d’appui  G étant  égal  à la  résultante  des 
deux  forces  P,Q,  on  trouvera  cette  charge 
au  moyen  de  la  suite  proportionnelle 
P : Q : R : sin  QDR.  : sin  PDRp  sin  PDQ. 
c’est  à- dire  que  l’on  aura 

Px  siii  PDQ 

sin  QDR 
TJ Qxsiîi  PDO 

ou  R=-_:_ i — 

sin  PDR  • 


Corollaire  IV. 


128.  Donc  si  la  résistance  dont  le  point 
d’appui  est  capable  , n’est  pas  indéfinie  , il 
faut  de  plus,  pour  que  le  point  d’appui  ne 
soit  pas  entraîné,  et  que  l’équilibre  subsiste, 
que  la  résistance  dans  le  sens  CD  soit  égale 
à la  résultante  des  deux  forces  P,  Q,  c’est  à- 
dire  à 
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Px  siît  PDQ  . . , , 

' — s n ~)ü ‘ revient  au  meme  a 

0\'  ■'H  pr>o 

tJ>*.  ■ I I ■'  — — H» 

siu  PujLv  • 

Corollaire  V. 

120.  En  général  des  six  choses  que  l’on 
peut  considérer  dans  l'équilibre  du  levier, 
savoir,  les  grandeurs  et  les  directions  des 
deux  [)uissances  P,  Q,et  celle  de  la  charge 
du  point  d’appui,  on  veut  que  trois  quelcon- 
ques étant  données , on  déterminera  les  trois 
îiutres  dans  tous  les  cas  , ou  des  six  choses  ana- 
logues que  l’on  peut  considérer  dans  le  trian- 
gle DEN,  savoir,  les  côtés  et  les  angles,  trois 
étant  données  , on  pourra  déterminer  les 
autres. 

Remarque  1. 

i3o.  Si  le  levier  peut  glisser  sur  le  point 
d’appui , les  conditions  que  nous  venons  d’é- 
noncer ne  suffisent  pas  pour  que  le  levier  ne 
prennent  aucun  mouvement  et  que  l’équilibre 
ait  lieu;  il  faut  encore  que  la  direction  DG 
de  la  charge  du  point  d’appui  soit  perpendi- 
culaire à la  surface  du  levier  au  point  G : car 
si  cette  direction  étoit  oblique,  le  levier  auroit 
une  tendance  à glisser  vers  le  côté  du  plus 
grand  angle,  et  glisseroit  en  effet  toutes  les 


fois  que  cette  tendance  seroitplus  grande  que 
le  frottement  sur  le  point  d’appui  qui  s’oppose 
a cet  effet , comme  nous  le  démontrerons 
en  traitant  du  plan  incliné. 

Remarque  I I. 

i3i  Ce  que  nous  venons  de  dire  contient 
toute  la  théorie  de  l’équilibre  de  deux  puis- 
sances appliquées  à un  levier  , considéré 
sans  pesanteur  , et  retenu  par  un  point 
d’appui  ; nous  allons  en  faire  l’application  à 
quelques  cas  simples. 

Si  les  directions  des  puissonces  P , O 
appliquées  à un  levier  sont  parallèles  entre 
elles  , par  exemple  , s-i  ce  sont  deux  poids 
suspendus  aux  points  A , B , la  charge  que 
supportera  le  point  d’appui  C sera  égale  à 
leur  somme  P-j-Q , et  les  deux  perpendicu- 
laires CE  , CF  , abaissées  du  point  d’appui 
sur  leurs  directions,  seront  en  ligne  droite. 
Donc  si  le  levier  est  droit , les  triangles 

ACE,  BCF  seront  semblables  et  donneront 

CF  : CE  : : CB  : CA  ; donc  on  aura , dans  le 
cas  d’équilibre  , P : Q : : CB:  CA  ; c’est-à-dire 
que  les  poids  P,  Q,  seront  entr’eux  récipro- 
quement comme  leurs  bras  de  levier. 

Ainsi  étant  données  la  grandeur  et  le  bras 

Il  4 


Fig 
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de  levier  d’une  résistance  P,  i°  le  bras  de 
levier  qù’il  faudra  donner  à une  puissance 
Q pour  lui  faire  équilibre  sera 

r.F!—  ■ 

; 

2°  la  grandeur  de  la  puissance  qu’il  faudra 
appliquer  au  point  donné  B pour  lui  faire 
équilibre  sera 

Enfin  si  les  deux  poids  P , Q et  la  lon- 
gueur AB  du  levier  sont  donnés , on  trou- 
veia  le  point  d’appui  C autour  duquel  ces 
poids  seront  en  équilibre  , en  partageant  le 
levier  AB  en  deux  parties  réciproquement 
proportionnelles  aux  deux  poids. 

Remarque  I I 1. 

i32.  Lorsqu^’il  y a plus  de  deux  puissances 
appliquées  à un  même  levier,  il  ne  suffit  pas 
de  connoiire  leurs  directions  et  la  position 
du  point  d’appui  , pour  déterminer  les  rap- 
ports qu’elles  doivent  avoir  pour  être,  en 
équilibre;  mais  comme  l’équilibre  ne  peut 
avoir  lieu  entre  plusieurs  forces  autour  d^im 
point  d’appui , à moins  que  la  résultante  de 
toutes  ces  forces  ne  soit  détruite  par  la  résis- 
tance de  ce  point , il  est  clair  que  dans  ce 
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cas , les  conditions  de  l’équilibre  se  réduisent 
aux  deux  suivantes,  que  toutes  les  forces 
aient  une  résultante  unique  ; 2P  C[ue  la  direc- 
tion de  cette  résultante  passe  pour  le  point 
d’appui. 

Corollaire. 

133.  Si  les  directions  de  toutes  les  forces 
sont  comprises  dans  un  même  plan  , ces  for- 
ces ont  nécessairement  une  résultante  uni- 
que (43),  et  la  première  condition  se  trouve 
remplie  j il  suffit  donc  alors  pour  l’équilibre 
que  la  direction  de  cette  résultante  passe 
par  le  point  d’appui,  ou,  ce  qui  revient  au 
même , que  la  somme  des  momens  des  forces 
qui  tendent  à faire  tourner  le  levier  dans 
un  sens  autour  du  poijit  d'appui , soit  égale 
à la  somme  des  momens  de  celles  c{ui  ten- 
dent à le  faire  tourner  dans  le  sens  opposé. 

Remarque  ï V. 

134.  Jusqu’ici  nous  avons  fait  abstraction 
du  poids  même  du  levier  ; mais  si  l’on  veut 
faire  entrer  ce  poids  en  considération  , il  faut 
le  regarder  comme  une  nouvelle  force  appli- 
quée au  centre  de  gravité  du  levier  dans  une 
direction  verticale,  et  dans  le  cas  de  l’équi- 
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libre  , les  conditions  dont  nous  venons  de 
parler  ont  lieu  entre  toutes  les  forces , en  y 
comprenant  celle  dont  il  s’agit. 

Soient  donc  P , Q deux  poids  suspendus  à 
un  levier  pesant,  AB,  et  en  équilibre  autour 
du  point  d’appui  C,  on  considérera  le  poids 
du  levier  comme  un  troisième  poids  S sus- 
pendu au  centre  de  gravité  G du  levier  , et 
la  somme  des  momens  des  deux  poids  Q , 
S , par  rajiport  au  point  d’appui  C , sera  égale 
au  moment  du  poids  P,  c'est-à-dire  que  l'on 
aura 


QXCB-^SXCG=PXCA. 

Ou , retranchant  de  ces  deux  quantités  éga- 
les le  moment  du  levier  SXGG  , 

QXCB^PXCA— SXCG. 

Ainsi  connoissant  la  longueur  et  le  poids 
du  levier,  la  position  de  son  centre  de  gra- 
vité, celle  du  point  d’appui,  et  un  des  deux 
poids  P,  Q , il  sera  toujours  possible  d’avoir 
l’autre  poids  ; car  on  aura 


P= 


et  Q=- 


QxCB-i-SxCG 

CÂ 

PxCA-SxCG 

cB 


Quant  à la  charge  du  point  d’appui,  il  est  évi- 
dent qu’elle  est  égale  à la  somme  des  poids 
Pd-QXS. 

i55.  Mais  si  le  poids  P suspendu  au  levier 


Fis.  r<î. 
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pesant  AB  est  retenu  en  équilibre  autour 
du  point  d^appui  C,  au  moyen  d’une  puis- 
sance Q , dont  ]a  direction  soit  verticale  et 
dirigée  de  bas  en  haut,  le  moment  de  la  force 
Q , qui  tend  à faire  tourner  le  levier  dans  un 
sens,  sera  égale  à la  somme  des  niomens  des 
poidslP,  S,  qui  tendent  à le  faire  tourner 
dans  le  sens  contraire,  et  l’on  aura 

QXGB=PXCA-f-SXCG 
ou,  retranchant  le  moment  du  levier, 


QXCB— SXCG=:-PXCA. 

Ainsi  les  grandeurs  que  les  deux  forces 
P,  Q doivent  avoir  pour  se  faire  équihbre 
seront 


ÇxCB-SxCG 

CA 

PxCA-4-SxCG 

eu 


et  la  charge  du  point  d’appui  sera  P-l-S — Q. 


Corollaire. 


i56.  On  voit  donc  qu’en  regardant  le  poids 
P comme  une  résistance , et  la  force  Q 
comme  une  puissance  qui  doit  lui  faire  équi- 
libre, ou  la  vaincre,  au  moyen  du  levier 
AB,  le  poids  de  ce  levier  est  une  force  qui 
peut  étrefavorabie  ou  nuisible  à la  puissance  , 
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selon  que  ce  poids  tend  à faire  tourner  le 
levier  dans  le  même  sens  que  la  puissance  , 
ou  dans  le  sens  opposé.  Par  exemple  dans 
le  cas  de  la  fig.  67 , le  poids  du  levier  favo- 
rise la  puissance  Q , et  en  allongeant  le  bras 
du  levier  CB  de  cette  puissance,  on  la  mettroit 
en  état  de  faire  équilibre  à une  plus  grande 
résistance,  pour  deux  causes  , 1°  parce  qu'on 
augmenteroit  par  là  son  moment  ; 2“  parce 
qu"on  augmenteroit  le  poids  S du  levier , qui 
seul  feroit  équilibre  à une  plus  grande  partie  de 
la  résistance.  Mais  dans  le  cas  de  la  fig.  58 
le  poids  du  levier  nuit  à la  puissance  Q et 
Ton  ne  peut  pas  augmenter  la  longueur  du 
bras  du  levier  CB,  que  l'on  n’augmente  aussi 
son  yioids  S qui  fait  partie  de  la  résistance  ; 
ainsi  pour  qu’il  soit  avantageux  dans  ce  cas 
d’allonger  le  bras  du  levier  , il  faut  que  le 
moment  de  cet  allongement  soit  moindre  que 
l’augmentation  qui  en  résulte  dans  le  mo- 
ment de  la  puissance. 

THÉORÈME. 

i'5'j.  Deux  puissances  P,  Q,  appliquées  à 
un  levier  .A  B ^ et  en  équilibre  autour  d’un 
point  d’appui  C\  sont  entr  elles  réciproque^ 
ment  comme  les  espaces  que  ces  puissances 
pat  cjuroient  suivant  leurs  directions ^ si  l’é- 
qiiiliùie  était  infiniment  peu  troublé. 
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Démonstration.  Du  point  d’appui  C soient 
abaissées  sur  les  directions  des  puissances 
les  perj)endiculaires  C E,  CF,  et  à la  place 
du  levier  rectiligne  A B ; considérons  le  levier 
coudé  ECF,  aux  extrémités  E,  F duquel 
on  peut  concevoir  que  les  puissances  P,  Q 
sont  appliquées  ; puis  supposons  qu’en  vertu 
d’un  dérangement  dans  l’équilibre  , le  levier 
coudé  ECF  prenne  la  position  infiniment 
voisine  e C f\  cela  posé  , les  petits  arcs  E e , F/' 
seront  les  espaces  que  les  puissances  P , Q 
parcouroient  en  vertu  de  ce  dérangement  ; 
or  , l’angle  ECF  du  levier  coudé  étant  in- 
variable, les  deux  angles  ECe,  FC/’ sont  égaux, 
et  l’on  a 

CF  : CE  : : F/:  Ee; 
de  plus  , à cause  de  l’équilibre , on  a (35) 

P : Q : : CF  : CE  ; 
donc  on  a aussi 

\ 

P : Q • ; E/  : Ee. 

donc  etc. 

Nous  aurons  occasion  de  faire  voir  dans 
la  suite  que  la  proposition  analogue  a lieu 
dans  les  cas  d’équilibre  pour  toutes  les  autres 
machines. 


12S 


Fig.  6o; 

6i. 
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Des  Poulies  tt  des  Moufles. 

I. 

. i38.  Une  poulie  est  une  roue  GIHK,  creusée 

en  gorge  à sa  circonférence  , pour  recevoir* 
une  corde  PGKHQ , et  traversée  à son  centre 
par  un  axe  E , sur  lequel  elle  peut  tourner 
dans  une  chape  EL. 

I I. 

/ iSg.  Concevons  que  Taxe  de  la  poulie  étant 
fixe,  deux  forces  P,  Q soient  appliquées  aux 
extrémités  de  la  corde  , et  que  cette  corde 
parfaitement  flexible  n’exerce  aucun  frotte- 
ment  sur  la  gorge  de  la  poulie  , en  sortë 
qu’elle  puisse  glisser  librement  dans  cette 
gorge  ; quelque  soit  d'ailleurs  la  figure  de  la 
poulie  , c’est-à-dire  que  l’arc  GHK  , embras- 
sé par  la  corde  , soit  circulaire  ou  non  , il 
est.  évident  que  les  deux  forces  P,  Q ne 
peuvent  se  faire  réciproquement  équilibre  , 
à moins  qu’elles  ne  soient  égales  j car  si  elles 
étoient  inégales , la  plus  grande  entraîneroit 
la  plus  petit» , en  faisant  glisser  la  corde 
dans  la  gorge  de  la  poulie. 

Dans  la  même  supposition  la  poulie  n’ayant 
d’autre  point  fixe  que  son  centre  , il  est 
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f>areillement  clair  qu’ëtant  tirée  par  les  deux 
forces  P,  Q,  elle  ne  peut  être  en  repos,  à 
moins  que  la  résultante  de  ces  deux  forces 
ne  soit  dirigée  vers  le  centre  , et  ne  soit 
détruite  par  la  résistance  de  ce  point.  Donc 
après  avoir  prolongé  les  directions  PG,  QH 
des  deux  cordons  , jusqu’à  ce  qu’elles  se 
soient  rencontrées  quelque  part  en  un  point 
A,  et  après  avoir  pris  sur  ces  directions  les 
droites  égales  AB,  AC,  pour  représenter  les 
forces  P,Q,  si  on  achevé  le  para.llélograme 
A B D C , la  diagonale  AD  , qui  représentera 
la  résultante  de  ces  deux  forces , doit  passer 
par  le  point  fixe  E. 

Or , lorsque  la  figure  de  la  poulie  est  cir- 
culaire , cette  dernière  condition  est  toujours 
remplie  ; en  effet,  le  triangle  A BD  étant 
isocele  , Pangle  PAD  est  égafà  Pangle  BDA, 
et  par  conséquent  à Pangle  D A C ; donc 
la  diagonale  A D partage  en  deux  parties 
égates  l’angle  BAC.  Mais  si  l’on  mene  la 
droite  E A , cette  droite  partage  aussi  le 
même  angle  en  deux  parties  égales  ; car  si 
par  le  centre  E on  mene  aux  points  de  con-^ 
tact  des  cordons  les  rayons  EG , EH , qui 
seront  perpendiculaires  aux  directions  de 
ces  cordons  , les  deux  triangles  rectangles 
EGA,  EH  A seront  parfaitement  égaux,  et 
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l’on  aura  l’angle  E AG  de  l’un  égal  à Tangle 
EAH  de  l’autre.  Donc  la  droite  EA'et  la 
diagonale  DA  auront  la  même  direction. 

Donc  le  centre  d’une  poulie  étant  fixe  , et 
sa  figure  étant  circulaire  , il  suffit  que  les 
deux  forces  P , Q soient  égales  pour  qu’elles 
soient  entre  elles  en  équilibre , et  qu’en 
même  temps  la  poulie  soit  en  repos  autour 
de  son  axe. 

La  charge  que  supporte  Taxe  de  la  poulie 
est  évidemment  égale  à la  résultante  des 
deux  forces  P , Q ; donc  si  l’on  nomme  R 
cette  charge  , on  aura  (36) 

P : Q : R : : AB  : AC  : AD. 

Enfin  soit  menée  la  soutendante  GH  de 
l’arc  embrassé  par  la  corde , les  deux  trian- 
gles GHE  , ABD  seront  semblables  , parce 
qu’ils  auront  leurs  côtés  perpendiculaires 
chacun  à chacun  , et  l’on  aura 
AB  : AC  : AD  : ; GE  : EH  : GH  ; donc  on 
aura 

P : Q : R : : GE  : EH  : GH. 

III. 

i4o.  Si  l’axe  de  la  poulie  n’est  pas  abso- 
lument fixe,  mais  qu’il  soit  simplement  retCr 
nu  par  la  puissance  S , au  moyen  de  la  chape 
EL  et  du  cordon  L3  j pour  que  cet  axe  soit 

en 
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en  repos,  et  que  les  trois  forces  P,  Q.,  S 
soient  en  équilibre  , il  faut  que  la  force  S 
soit  égale  et  directement  opposée  à la  charge 
que  supporte  l’axe.  Donc  la  direction  de 
cette  force  doit  coincider  avec  la  droite  EA;  2*^ 
sa  grandeur  doit  être  égale  à la  résultante 
R des  deux  forces  P , Q , et  l’on  aura 
P : 0 : S : : GE  : EH  : GH. 

Ainsi  lorsque  deux  Jorces  P,  Q,  appli- 
quées à une  corde  qui  embrasse  une  poulie 
en,  équilibre  entre  elles  , et  axec  une 
troisième  force  S appliquée  à V axe  de  la 
poulie  , les  deux  Jorces  P , Q sont  éga- 
les entre  elles  ; 2°.  la  direction  de  la  force 
S partage  en  deux  parties  égales  L’ angle 
formé  par  les  directions  des  deux  autres  ; 

3*^  chacune  des  deux  forces  P , est  ti  la  troi- 
sième force  S comme  le  rayon  de  la.  poulie 
est  à La  soutendante  de  l'axe  embrassé  par 
la  corde. 

Corollaire  I. 

i4i-  On  voit  donc  que  si  le  cordon  de  la  Fig  60. 
chape  , au  lieu  d’étre  tiré  par  une  force  S , 
est  attaché  à un  point  fixe  d’une  résistance 
indéfinie , et  que  si  l’on  se  propose  seulement , 
en  employant  la  poulie  , de  mettre  en  équi- 
libre les  deux  forces  P , Q , ou  de  vaincre 
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une  résistance  P , à l’aide  d’une  puissance  Q , 
la  poulie  ne  favorise  pas  la  puissance  : elle 
n’a  d’autre  effet  que  de  changer  la  direction 
de  cette  force  sans  altérer  sa  grandeur. 

Fig.  6i.  Mais  si  une  des  extrémités  de  la  corde  qui 
embrasse  la  poulie  est  attachée  à un  point 
fixe  P , et  qu’on  ait  pour  objet , en  se  servant 
de  la  poulie  , de  mettre  une  puissance  Q en 
équilibre  avec  une  résistance  S , attachée  à la 
chape  , la  poulie  est  favorable  à cette  puis- 
sance, qui  est  toujours  moindre  que  la  résis- 
tance, car  on  a 

Q : S : : EH  : GH. 

Corollaire  IL 

Fig.  62.  142*  Lorsque  les  directions  des  deux  par- 

ties PG  , QH  de  la  corde  sont  parallèles  entre 
elles  , et  par  conséquent  à celle  du  cordon  de 
^ la  chape  , la  soutendante  GH  devient  un  dia- 
mètre, et  est  double  du  rayon  ; la  suite  propor- 
tionnelle de  l’article  (iSq)  devient  donc 
P : Q : S : ; 1 : 1 : 2 ; 

C’est-à-dire  que  la  force  S , ou  la  charge 
de  l’axe  de  la  poulie  , est  égale  à la  somme 
des  deux  puissances  P,  Q : ou  au  double  de 
Fig.  63.  l’une  d’elles.  Ainsi  dans  le  cas  delà  lîg.  63, 
la  puissance  Q , qui,  au  moyen  de  la  poulie 
et  du  point  d’appui  P , fera  équilibre  à la 
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résistance  S , ne  sera  que  la  moitié  de  cette 
résistance. 

I V. 

143.  On  dit  qu’une  poulie  est  immobile  , 
lorsque  sa  chape  est  attachée  a un  point  fixe  , 
et  que  la  puissance  et  la  résistance  sont  ap- 
pliquées à la  corde  qui  l’embrasse  ; mais  lors- 
que la  résistance  est  atti'éhée  à la  chape,  et  que 
la  poulie  doit  se  mouNToir  avec  elle,  comme 
dans  les  fig.  61  , 63  , on  dit  que  cette  poulie 
est  mobile. 

Cela  posé  , soit  un  nombre  quelconque  de  P"'?-  ^4 
poulies  mobiles , et  considérées  comme  non 
pesantes  ; que  la  première  porte  un  poids  P 
suspendu  à sa  chape , et  soit  embrassée  par 
une  corde  , dont  une  des  extrémités  soit  atta- 
chée au  point  fixe  D et  dont  l’autre  soit  ap- 
pliquée à la  chape  de  la  seconde  poulie  ; que 
celle-ci  soit  embrassée  par  une  autre  corde, 
dont  une  des  extrémités  soit  fixée  au  point  H , 
et  dont  l’autre  soit  attachée  à la  chape  de 
la  poulie  suivante  que  cette  troisième  pou- 
lie soit  embrassée  par  une  troisième  corde 
fixée  d’un  côté  en  M , et  tirée  de  l’autre  par 
«ne  puissance  Q , et  ainsi  de  suite  , si  le 
«ombre  des  poulies  étoit  plus  grand.  Enfin  sup- 
posant que  tout  le  système  soit  en  ^équilibre  , 

I a 
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soient  menés  les  rayons  et  les  sou  tendantes 
des  poulies  , comme  on  le  voit  dans  la  figure. 
On  pourra  considérer  l’équilibre  de  la  pre- 
mière poulie  A comme  si  cette  poulie  étoit 
seule , et  nommant  X la  tension  du  cordon 
BX , on  aura  (141)  P : X : : BC  : BA. 

Par  le  même  raison  , nommant  Y la  tension 
du  cordon  FY  , on  aura 

X : Y : ; I G : EF. 

On  aura  de  meme  pour  la  troisième  poulie 
Y : Q : : KL  : IK 

Et  ainsi  de  suite  quelque  soit  le  nombre  des 
poulies.  Donc  en  multipliant  par  ordre  toutes 
ces  proportions  , on  aura 

P : Q : : BCXFGXKL  : BAxEFXlK, 
c’est  à dire  , que  la  résistance  est  à la  puis- 
sance comme  le  produit  des  soutendantes  est 
au  pi'oduit  des  rayons. 

Corollaire. 

144.  Lorsque  tous  les  cordons  CD,  GH, 
LM...  etc.  seront  parallèles  , les  soutendantea 
seront  les  diamètres  et  la  proportion  précé- 
dente deviendra 

P : Q : : 2 X 2 X 2 : 1 X t X 1 1 ou  : S : 1 , 
d’où  l’on  voit  qu’alors  la  résistance  est  à la 
puissance  comme  le  nombre  2 élevé  à une 
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puissance  marquée  par  le  nombre  des  pou- 
lies mobiles  , est  à l’unité. 

Ainsi  en  augmentant  convenablement  le 
nombre  des  poulies  mobiles,  on  peut  meUte 
une  force  médiocre  en  état  de  faire  équilibre  à 
une  résistance  très  grande.  Par  exemple  avec 
trois  poulies,  et  au  moyen  des  points  d’ap- 
pui D,  H,  M,  la  puissance  fait  équilibre  à 
une  résistance  huit  fois  plus  grande  qu’elle. 

Quelqu  avantageuse  que  paroisse  d’abord 
cette  disposition  des  poulies  mobiles  , on 
1 emploie  rarement , parce  que  pour  htire  par- 
courir à la  première  poulie  A un  certain 
espace,  il  faut  que  la  seconde  parcoure  un 
espace  double,  que  la  troisième  en  parcoure 
un  quadru])le  ...  et  ainsi  de  suite  , ce  qui 
exige  un  trop  grand  emfjlacemcnr,  et  l’on  fait 
plus  ordinairement  usage  des  muiiflas. 

V. 

i4  >.  On  appelle  moujie  le  système  de  plu- 
sieurs poulies  assemblées  dans  la  même  chape, 
ou  sur  des  axes  particuliers  , comme  dans 
les  figures  G6  , , ou  sur  le  même  axe 

comme  dans  la  figure  6,8.  On  emploie  tou-  Fif.  66, 
jours  en  même  temps  une  mouile  fixe  et  une 
moufle  mobile  , et  toutes  les  poulies  des  deux 
moufles  sont  embrassées  par  une  même  corde, 

I 5 
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dont  une  des  extrémités  est  attachée  à une 
des  deux  moufles  et  dont  l’autre  extrémité 
est  tirée  par  la  puissance  ; enfln  la  résistance 
est  suspendue  à la  chape  delà  moufle  mobile. 

On  peut  donner  aux  poulies  différens  dia- 
mètres , et  les  disposer  de  manière  que  toutes 
les  parties  de  la  corde  , qui  vont  d’une  moufle 
à l’autre  soient  parallèles  entre  elles  , comme 
dans  les  lig.  66 , 67  j mais  cette  disposition 
augmente  l’étendue  des  moufles  , et  on  les 
réduit  à un  volume  plus  petit  et  plus  com- 
mode en  montant  dans  chacune  d’elles,  toutes 
les  poulies  sur  un  même  axe , comme  dans 
la  lig.  68.  Par-là  les  cordons  qui  sont  d’un 
côté  des  moufles  ne  sont  pas  parallèles  à 
ceux  qui  sont  de  l’autre  côté  ; mais  lorsque 
la  distance  des  moufles  est  un  peu  consi- 
dérable , le  défaut  de  parallélisme  est  très- 
petit,  et  on  peut  le  regarder  comme  insensible. 

146.  En  considérant  donc  les  cordons  des 
moufles  comme  parallèles  entre  eux,,  et  faisant 
abstraction  du  poids  de  toute  la  machine , soit 
Qune  puissance  en  équilibre  avec  la  résis  tance 
P suspendue  à la  chape  de  la  moufle  mobile  ; l’é' 
quilibre  ne  peut  pas  exister  pour  toute  la  ma- 
chine qu’il  n’ait  lieu  pour  chaque  poulie  en  par' 
ticulier  ; et  qxie  les  deux  parties  de  la  corde  qui 
embrassent  cette  poulie  ne  soient  également 
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tendues  (t4o).  Ainsi  les  tensions  des  deux  cor- 
dons QA  , BC , sont  égales  ; il  en  est  de  même 
de  celles  des  deux  cordons  BC  , DE , de  celles 
des  cordons  DE,  FG,  et  ainsi  de  suite  en  quel- 
que nombre  que  soient  les  cordons.  Donc  tous 
les  cordons  qui  vont  d’un  moufle  à l’autre 
sont  également  tendus.  Or  la  somme  de  ces 
tensions  fait  équilibre  à la  résistance  P et 
lui  est  égale;  ou  ce  qui  revient  au  même , la 
tension  d’un  de  ces  cordons  multipliés  par 
leur  nombre  , est  égale  à la  résistance  ; donc 
la  tension  d’un  de  ces  cordons , ou  la  puis- 
sance Q est  le  quotient  de  la  résistance  P 
divisée  par  le  nombre  des  cordons  qui  vont 
d^une  moufle  à l’autre. 

On  voit  donc  que  dans  le  cas  de  la  fig. 
66  , où  l’extrémité  de  la  corde  est  attachée 
à la  moufle  fixe  , la  puissance  Q doit  être  le 
sixième  de  la  résistance  pour  lui  faire  équi- 
libre , et  que  dans  le  cas  de  la  fig.  67  , où 
l’extrémité  de  la  corde  est  attachée  à la 
moufle  mobile  , elle  doit  en  être  le  cinquiè- 
me , parce  qu’il  y a une  poulie  et  une 
corde  de  moins. 

Si  l’on  vouloir  faire  entrer  en  considé- 
ration le  poids  même  de  la  moufle  mobile  , 
on  le  regarderoit  comme  faisant  partie  de 
la  résistance 

I 4 
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Du  Tour. 

I. 

147.  Le  tour  ^ treuil  ou  cabestan  est  une 
machine  composée  d’un  cylindre  mobile  sur 
F’ig- 6^,  son  axe,  et  d’une  corde  qui  s'enveloj)pant 
par  une  de  ses  extiëmités  autour  du  cylin- 
dre , pendant  qu’une  puissance  Q le  fait 
tourner,  entraîne  une  résistance  P attachée 
à son  autre  extrémité.  Le  cylindre  est  garni 
à ses  deux  bases  de  tourillons  A,  B qui  portent 
sùr  des  appuis,  et  au  moyeu  desquels  il 
peut  tourner  plus  librement  sur  son  axe. 

143.  11  y a plusieurs  manières  d’appli- 
quer la  puissance  à cette  machine  , pour 
communiquer  au  cylindre  le  mouvement  de 
rotation. 

1°.  On  peut  assembler  solidement  avec 
le  cylindre  , et  sur  le  même  axe  , une  roue 
dont  la  circonférence  creusée  en  gorge 
comme  une  poulie  , est  envélop])ée  par  une 
seconde  coide.  Cette  corde  , tirée  par  la 
puissance  , fait  tourner  et  la  roue  et  le 
cylindre  sur  leur  axe  commun.  Cette  pre- 
mière disposition  , à laquelle  nous  rapporte- 
rons toutes  les  autres , est  rarement  employée, 
parce  qu’tdJe  exige  que  la  corde  de  la  roue 
soit  très-longue  , lorsque  l’espace  que  doit 
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pnvcourir  la  résistance  est  un  peu  considé- 
rable. 

Qp.  On  garnit  les  jantes  de  la  roue  de 
chevilles  également  espacées  , et  auxquelles 
des  hommes  s’appliquent  par  leurs  mains, 
ce  qui  leur  donne  le  moyen  de  s aider  d’une 
partie  de  leurs  poids  pour  faire  tourner  la 
machine. 

5°.  Dans  d’autres  circonstances  au  lieu  de 
la  roue  , on  monte  sur  le  cylindre  un  grand 
tambour  creux  dans  lequel  des  hommes  ou 
des  animaux  peuvent  marcher  ; et  alors  , par 
leurs  poids  , ils  font  tourner  le  tambour  et 
le  cylindre. 

4'^.  Quelquefois  au  lieu  de  se  servir  de  roue 
et  de  tatnbour  , on  traverse  le  cylindre  par 
d"s  barres  perpendicvdaires  à son  axe,  et  aux 
extrémités  desquelles  des  hommes  agissent 
par  la  force  de  leurs  muscles  et  par  une  par- 
tie de  leurs  poids. 

5'’.  Enfin  le  plus  souvent  , et  lorsque  la 
résistance  ii’cst  pas  irès-giande  , on  se  con- 
tente d’adapter  aux  extrémités  du  cylindre 
une  ou  deux  manivelles  que  des  hommes 
font  tourner  en  employant  la  force  de  leurs 
bras. 
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i49*  Les  dénominations  de  cette  machine 
varient  selon  son  objet  , et  même  selon  sa 

position.  Ordinairement  on  la  nomme  tour, 
treuil,  lorsque  le  cylindre  est  horisontal , et 

cabestan  lorsque  le  cylindre  est  vertical  , et 
qu'on  se  sert  de  barres  horisonlales  pour  lui 
communiquer  le  mouvement. 

Il  est  évident  que  les  différentes  manières 
dont  la  puissance  peut  être  appliquée  au  cy- 
lindre du  tour  , se  rapportent  toutes  pour  la 
théorie  à la  première  que  nous  avons  dé- 
crite ; car  quelque  soit  la  direction  de  la  puis- 
sance , lorsqu'elle  est  dirigée  dans  un  plan 
perpendiculaire  à l'axe  du  cylindre,  on  peut 
toujours  la  concevoir  appliquée  à une  roue, 
dont  la  circonférence  seroit  tangente  à la 
direction  de  cette  puissance.  Ainsi  nous  sup- 
poserons que  UXYZ  étant  le  cylindre  du  tour , 
dont  Taxe  BA  est  perpendiculaire  au  plan  de 
la  roue  hùk  ; ï°.  la  puissance  Q soit  appli- 
quée à la  circonférence  de  cette  roue  dans 
une  direction  quelconque  DQ,  comprise  dans 
le  plan  de  la  roue , et  tangente  à la  circonfé- 
rence en  un  point  donné  D ; 2^.  que  la  di- 
rection KP  de  la  résistance  soit  tangente  en 
K à la  surface  du  cylindre  , et  située  dans  un 
plan  parallèle  à celui  de  la  roue.  Enfin  pour 
fixer  les  idées , nous  supposerons  que  [l’axe 
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AB  da  cylindre  soit  horisontal , et  par  con- 
séquent que  la  direction  KP  de  la  résistance 
soit  verticale.  Cela  posé  , il  se  présente  deux 
questions  à résoudre  , la  première  est  de  trou- 
ver le  rapport  que  doivent  avoir  la  puissance 
Q et  la  résistance  P pour  se  faire  équilibre , 
la  seconde  est  de  trouver  les  charges  que 
supportent  les  points  d’appui  des  deux  tou- 
rillons A,  B. 

I I. 

i5o.  Pour  résoudre  la  première  de  ces  deux 
questions  , concevons  par  l’axe  du  cylindre 
un  plan  horisontal  KMEN  ; ce  plan  passera 
par  le  point  K où  la  direction  de  la  résistance 
touche  la  surface  du  cylindre  ; de  plus  il  cou- 
pera le  plan  de  la  roue  dans  une  droite  ho- 
risontale  ME  qui  passera  par  le  centre  C , et 
il  rencontrera  la  direction  de  la  puissance  Q 
quelque  part  en  un  point  E.  Soit  prolongée  la 
droite  ME  en  ES,  et  par  le  point  E soit  me- 
née la  verticale  ER  ; les  trois  droites  EQ , ER, 
FS , étant  comprises  dans  un  meme  plan  qui 
est  celui  de  la  roue,  on  pourra  décomposer  la 
puissance  Q en  deux  forces  R , S , dirigées 
suivant  EG  , EH.  Pour  cela  on  représentera 
cette  puissance  par  la  partie  EF  de  sa  direc- 
tion et  en  achevant  le  parallélogramme  EGF  H, 
pn  aura 
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Q : S : : EF  : EH , 

Q : R : : EF  : EG  ou  FIT  ; 

ou  parce  qu'en  menant  le  rayon  CD  , les  deux 
triangles  rectangle'  CDE  , EHF  seront  sem- 
blables et  donneront 

EF  : FH  : EH  : : CE  ; CD  : DE  , 
on  aura 

Q : S : : CE  : DE, 

Q : R : : CE  : CD  ; 

ainsi  à la  place  de  la  puissance  Q , on  pourra 
prendre  les  deux  forces  R,  S , dont  les  valeurs 

P Qxcn 


QxbE 

CE  > 

sont  connues , puisque  la  direction  de  la  force 
Q étant  donnée,  tout  est  connu  dans  le  trian- 
gle CDE. 

, Or  des  deux  forces  R , S , la  dernière  étant 
dirigée  vers  Taxe  du  cylindre  qui  est  immo- 
bile , elle  peut  être  regardée  comme  immé- 
diatement appliquée  au  point  C , et  comme 
détruite  par  la  résistance  de  l’axe  ; cette  force 
ne  peut  donc  contribuer  en  aucune  manière 
au  mouvement  de  rotation  du  cylindre  , et 
elle  n’a  d’autre  effet  que  de  comprimer  les 
tourillons  contre  leurs  appuis.  Donc  il  ne 
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reste  que  la  force  R qui  puisse  être  employée 
à faire  équilibre  à la  résistance  P. 

Actuellement  dans  le  plan  horisontal  KM 
EN  soit  mené  le  rayon  du  cylindre  Kl , qui 
sera  perpendiculaire  à l’axe  et  parallèle  à ME, 
soit  aussi  menée  la  droite  KE  nui  coupera  l’axe 
quelque  part  en  un  point  L ; cela  posé , le 
point  L étant  dans  l’axe  , il  pourra  être  re- 
gardé comme  immobile  , et  la  droite  KE 
pourra  être  prise  pour  une  verge  inflexible  , 
retenue  par  un  point  d'appui  L,  et  aux  extré- 
mités de  laquelle  sont  appliquées  les  deux  for- 
ces R,  P;  or  les  directions  de  ces  deux  forces 
sont  toutes  deux  verticales  et  par  conséquent 
parallèles  ; donc  pour  qu’elles  soient  en  équi- 
libre , il  faut  qu’elles  soient  réciproquement 
proportionnelles  à leurs  bras  de  levier  LE, 
LK  , ou  que  l'^n  ait 

R : P : : KL  : LE. 

Mais  les  triangles  rectangles  semblables  KIL , 
LCE  donnent 

KL  : LE  : : Kl  : CE 
donc  on  aura 

R : P : : Kl  : CE. 

Donc  en  multipliant  par  ordre  cette  propor- 
tion et  la  suivante 

Q ; R : : CE  : CD, 
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que  nous  avons  trouvée  plus  haut , on  aura 
dans  le  cas  d’équilibre 

Q : P : : Kl  : CD  , 

c^est-à-dire  que  la  puissance  sera  à la  résis- 
tance comme  le  ra.yon  du  cylindre  est  au 
rayon  de  la  roue;  ce  qui  répond  à la  première 
question. 

En  égalant  le  produit  des  extrêmes  de  celte 
proportion  à celui  des  moyens,  on  a 
QXCD=PxKI; 

d’où  l’on  voit  que  dans  le  cas  d’équilibre  , 
les  momens  de  la  puissance  et  de  la  résistance, 
tous  deux  pris  par  rapport  à l’axe  de  cylindre, 
sont  égaux  entre  eux. 

III. 

» 

« 

i5i.  Quand  aux  pressions  qu’exercent  les 
tourillons  contre  les  points  d’appui  , il  est 
clair  qu’elles  ne  peuvent  être  l’effet  que  des 
forces  P , Q et  du  poids  T delà  machine, 
que  l’on  peut  considérer  comme  réuni  à son 
centre  de  gravité  g ; où  en  prenant  toujours 
les  deux  forces  R , S à la  place  de  la  puis- 
sance Q , ces  pressions  sont  produites  par  les 
quatre  forces  P , R , S , T. 

Ces  forces  sont  tontes  connues,  car  la 
résistance  P et  le  poids  T de  la  machine  sont 
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donnés  immédiatement  ; 2°.  les  deux  autres 
forces  dont  nous  avons  trouvé  que  les  valeurs 
sont  en  général 


R— 

CE 

S— 

ÇxDE 

CE 

dans  le  cas  d’équilibre  , où  l’on 

PXRI  J deviennent 

R= 

PxKI 

CE 

c 

PxKIxDE 

O — . 

CDxCE 

et  ne  renferment  que  des  quantités  connues  , 
puisque  la  direction  de  la  puissance  Q étant 
donnée  , on  connoit  tout  dans  le  triangle  rec- 
tanele  GDE. 


Or  les  deux  forces  P , R dont  les  directions 
«ont  verticales , et  qui  sont  en  équilibre  au- 
tour du  point  L , exercent  sur  le  point  de 
Taxe  une  charge  dont  la  direction  est  verti- 
cale , et  qui  est  égale  à leur  somme  Ph-R.  De 
plus  , cette  charge  Ph-R  ,,  étant  portée  par  les 
deux  points  d’appui  en  A et  B,  doit  être  ra- 
, gardée  comme  la  résultante  des  deux  pres- 
sions verticales  qu’elle  exerpe  en  ces  points  ; 
et  on  trouvera  chacune  de  ces  pressions  en 
partageant  la  résultante  Ph-R  en  deux  par- 
ties réciproquement  proportionnelles  aux  dis- 
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tances  du  point  L aux  deux  appuis.  Soient 
donc  X la  pression  qui  en  résulte  au  point  A, 
et  celle  qui  en  résulte  au  point  B , on  trou- 
vera ces  deux  pressions  par  les  proportions 
suivantes 

AB  : BL  : : P -f-  R : X 
AB  : AL  : : P-l-R  : X'. 

Pareillement  le  poids  T de  toute  la  macliine 
supposé  réuni  au  centre  de  gravité  g , jrent 
être  regardé  comme  la  résultante  des  pres- 
sions verticales  qu’il  produit  sur  les  deux 
points  d’appui  ; et  on  trouvera  cés  pressions 
en  partageant  le  poids  T en  deux  parties  ré- 
ciproquement proportionnelles  aux  distances 

H y 

Soient  donc  Y et  Y'  les  pressions  qui  en 
résultent  respectivement  aux  points  A et  B , 
on  trouvera  ces  pressions  par  les  deux  propor- 
tions suivantes. 

AB  : Bg^  ; : T : Y 
AB  : Ag  : : T : Y/ 

Enfin  la  force  horisontale  S,  appliquée  au 
point  C de  l’axe  , produit  sur  les  deux  ap- 
puis des  pressions  horisontales  , dirigées  per- 
pendiculairement à l’axe  AB  et  dont  elle  est 
la  résultante  : on  trouvera  de  même  ces  '.ces- 


sions 
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sions  en  pai  tngeam  la  force  S en  deux  p», 
ties  rdciproquement  proportionnelles  aux 
ro.tes  AC,  CB.  Soient  donc  Z,  Z',  les  pres- 
sons hotisontales  produites  respectivement 
S'r  les  po.nts  A,  B,  on  trouvera  ces  près- 
sions  x>ar  les  deux  proportions 

A8  : BC  : : S : Z 
AB  : AC  : : S : Z/. 

Ainsi  le  point  d'appui  A supporte  les  deux 
pressions  verticales  X,  Y,  et  la  pression  hori- 
sontale  Z q,n  agit  dans  le  sens  de  la  force  S. 
Pareillement  le  point  B éprouve  les  pressions 
vert, cales  X'Y  et  la  pression  horisontale  Zc 
Donc  en  composant  pour  chacun  de  ces 
points  les  forces  qui  agissent  sur  lui  , on 
trouvera  la  grandeur  et  la  direction  de  leur 

résultante  et  Ion  aura  la  grandeur  de  la  ré- 
sistance dont  .1  doit  être  capable,  ainsi  que 
le  sens  dans  lequel  il  doit  résister,  pour  ne 
pas  céder  aux  efforts  réunis  de  la  résistance 
P.  de  la  puissance  Q et  du  poids  T de  la 

ac  ime  ; ce  qui  fait  l’objet  de  la  seconde 
question. 

I y. 

iSa.  Jusqu’ici  nous  avons  regardé  les  cordes- 
comme  d«  fils  infiniment  déliés  ; mais  lorsque 
Je  poids  P est  suspendu  à la  corde  KP,  1» 

K 
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ligne  de  direction  de  ce  poids  se  confond 
avec  l’axe  de  la  corde  ; et  dans  le  cas  où  la 
corde  , en  se  roulant  sur  le  cylindre  , ne 
change  pas  de  figure , son  axe  est  toujours 
éloigné  de  la  surface  du  cylindre  d’une  quanti- 
té égale  au  demi-diamètre  de  la  corde.  Ainsi  , 
à cause  de  son  épaisseur , la  corde  est  dans 
le  même  cas  que  si,  étant  infiniment  déliée 
et  réduite  à son  axe,  elle  s’enveloppoit  sur 
un  cylindre  dont  le  rayon  fut  plus  grand  que 
le  rayon  du  cylindre  de  la  machine  , d’une 
qüantité  égale  au  demi-diamètre  de  la  corde. 
Il  en  est  de  même  de  la  corde  de  |Ia  roue 
qui,  à cause  de  son  épaisseur  , peut  être 
regardée  comme  une  ligne  mathématique 
enveloppée  sur  une  roue  dont  le  rayon  est 
plus  grand  que  celui  de  la  roue  du  tour  d'une 
quantité  égale  au  demi-diamètre  de  cette 
corde.  Donc  dans  tous  les  rapports  que  nous 
venons  de  trouver , il  faut  augmenter  le  rayon 
du  cylindre  et  celui  de  la  roue  de  quantités 
respectivement  égales  aux  demi. diamètres 
des  cordes  qui  les  enveloppent.  Ainsi  , par 
exemple , dans  le  cas  de  l'équilibre  du  tour  , 
la  puissance  Ç)  est  à la  résistance  P , comme 
le  rayon  du  cylindre,  augmenté  du  rayon 
de  la  corde  KP , et  au  rayon  de  la  roue , 
augmenté  du  rayon  de  la  corde  JDQ. 
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■ -'.t  ? - 

deire^tr^W  ' 

• (-liée  jiiimediatement  à la  résistance  ■ 

sou  enveloppée  sur  la  roue  du  second  ' ’ 

st;'t 

jjiiquee  a la  résistance  P • tv,  ■ T 

rds, stance  ne  peuvent  ét^  erT^X:  é 

dev: 

cordTt  ' 7"''!’,°™'"'*'"  'a '«'«ion  de  la 
cas  de  l'ér’  ^ ■1'  ie 

l’equ,d,l  e d ""  “ --e  d«' 

q Jiibre  du  premier  tour  (i5o) 

^0  7 ^ ' ^ CA.  : AB  ; 

• ‘ a cause  de  l’équilibre  du  second  touf 

3 . à cause  de  l’équilibre  du  troisième  tour 

; . L : P ..  . GI  : gH' 

TouT^Do^  le  nombre  deÿ. 

.ons  n "V"  rnultipinant  toutes  ces  propoté 
lions  par  ordre,  on  a ^ ^ ’ 

Q^P.  ^:CM>îDFxGI  ;ABxD£XGH,  ; 
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C’est-à-dire  , que  la  puissance  est  à la  résii- 
’taitce,  comme  le  produit  des  rayons  des  cy- 
lindres est  au  produit  ddï  tayohs  de^  roues. 

iPat  exemple»  si  le  rayon  de  la  roue  de  cha- 
que tour  est  quadruple  du  fayon  de  «on  cy- 
lindre, dans  le  cas  de  l’équilibre  emre  trois 
tours,  on  a 

: P : : i X'i  X i • 4X4X4  ou  : : i : 64. 

On  vbit  donc  qü'en  multiplia  rit  de  cëtte  ma- 
niéré le  nombre  des  tours , oh  pourroit  ittet- 
tre  dès  puissances  médibcres  eh  état  de  faire 
équilibre  à de  très-grandeis  "résistances  ; mais 
ori  n’êmploie  pfèsqhe  jahïaiS  cette  disposition, 
parce  qu’elle  exige  de  trop  grandes  Idiigüeurs 
dans  les  cordes  des  premiers  tours , lorsqnè 
l’espacé  que  doit  parcbhrlr  la  ïésistance  est 
uh  peu  considérable. 

V I. 

ï^ig-7i.  i')4.  Lorsque  l'on  vfeut  profitér  des  avan- 
tages de  cette  disposition  , i®  Ou  supprime 
les  cordes  qui  tranSîhetfent  le  mouvement 
d'un  tour  à l'auti  e ; 2®  on  pratique  à la  cir- 
conférence de  chaqiie  roue  des  dents  égale- 
ment espacées  ; 3^  on  assemble  solidement 
sur  l’arbre  de  chactine  des  roues  dentées  urTe 
autre  roue  pareillement  dentée,  d’un  diamè- 
tre plus  petit,  ét  qu’on  appelle  on  ; 
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«nfia  ou  dispose  tout  le  s-ystéme  de  manière 
que  les  deotâ  de  chaque  pignon  engrènent 
avec  les  dents  de  la  roue  SiUivante.  Par-là  une 
roue  ne  sauroit  tourner  sur  son  axe,  à moins 
qiue  son  pignon  n’entraîne  la  roue  avec  la- 
quelle il  engrène,  et  ne  la  fasse  tourner  sur 
son  axe  ; et  le  nombre  des  rèvoluti,on§  que 
chaque  pignon  peut  faire  faire  à i;oi,ie  sui- 
vante est  illimité.  Les  choi^es  sont  donc  daes 
le  même  état  que  si  ce  pigixp.ri , copsiçlé.r,^ 
comme  le  cylindre  d’nn  tp.ur,  et  la  roue, 
laquelle  il  eri,grérre  , éto.ient  embrassé?  p^vr 
luie  même  corde  , comnte  dans  le  Cç^s  pré- 
cédent- 

Donc  lorsqu’une  p,rii§,Sia,nce  Q ^ppUqHéQ  ^ 
la  circonférence  de  la  pxemiète  rpue  e^f  eî' 
équilibre  avec  une  résistance  P appliquée  à la 
ci.icpnférence  du  dernier  pignon  , Ja  puissance 
à la  résistance  , comme  le  produit  dçs 
rayons  des  plgnoits  est  au  produit  des  rayons 
des  roues. 

V î I. 

ii)5.  Gn  emploie  les  roues  dentées  dans  un- 
très  grand  nombre  de  machines , principale- 
ment dans  les  moulins  et  dans  îes  ouvrage» 
d’faprlogerie.  Leur  objet  immédiat  est  de  com- 
nxtUiiquer  à u«  cjylimdre  ou  à un  arhrc  un 
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.mouvemeht  de  rotation  sur  son  axe,  à TaKl» 
du  mouvement  de  rgtation  d’un  autre  arbre. 
.Pour  cela  il  n’est  pas  nécessaire  que  les  axes 
des  deux  arbrts  soient  parallèles  , comme  noua 
Pavons  toujours  supposé,  il  suffit  qu’ils  soient 
dans  un, même  plan. 

72.  i56.  Lorsque  les  axes  des  deux  arbres  sont 
à angles  droits  ; pour  l’ordinaire  on  place  les 
dents  perpendiculairement  au  plan  de  la  roue 
comme  on  le  voit  fîg.  -72  ; alors  elles  peuvent 
engrener  avec  celles  du  pignon , ou  avec  les 
fuseaux  de  la  lanterne  AB  qui  fait  l’effet  d’un 
pignon  ; dans  cet  engrenage  les  dents  de  la 
roue  sont  forcées  de  glisser  sur  les  Fuseaux 
dans  le  sens  de  l’axe  de  la  lanterne  , ce  qui 
donne  lieu  à un  frottement  de  plus. 

73,  167.  En  général,  quelque  soit  l’angle  BAC 
que  font  les  axes  des  deux  arbres  pour  que 
le  mouvement  de  rotation  de  l’un  puisse  se 
communiquer  h.  l’autre  au  moyen  de  deux 
roues  dentées  DEFG,  EHÏF,  et  que  les  dents 
ne  glissent  pas  les  unes  sur  les  autres  dans 
les  sens  des  axes  ; il  faut  que  ces  deux  roues 
soient  des  tronçons  de  deux  cônes  DAE , EAH, 
qui  aient  même  .sommet  A,  et  dont  les  axes 
coincident  avee  ceux  des  arbres;  et  de  plus 
.qüJÊ  les  dents  des  deux  roues  soient  taillées 
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de  manière  que  leurs  surfaces  soient  dirigées 
par  le  sommet  commun.  . , 

V I I ‘ 

i58.  Le  cric  est  encore  une  machine  qui 
peut  se  rapporter  au  tour. 

Le  cric  simple  est  composé  d’une  barre  de  Fig.  74 
fer  AB , garnie  de  dents  à l’une  de  ses  faces, 
et  mobile  dans  le  sens  de  sa  longueur  au 
dedans  d’une  chasse  DE.  Les  dents  de  la 
barre  engrènent  avec  celles  d’un  pignon  G 
que  l’on  fait  tourner  sur  son  axe  au  moyeu 
d’une  manivelle  F.  Les  dents  du  pignon  en- 
traînent celles  de  la  barre,  et  font  monter 
le  poids  qui  repose  sur  la  tête  A de  la  barre, 
ou  qui  est  soulevé  par  le  crochet  B.  Cette 
machine  n’est,  comme  on  voit,  autre  chose 
qu’un  tour,  et  il  est  évident  que  dans  le  cas 
d’équilibre  , et  en  supposant  que  la  direc- 
tion de  la  puissance  soit  perpendiculaire  au 
bras  de  la  manivelle  , la  puissance  est  à la 
résistance  comme  le  rayon  du  pignon  est  air 
bras  de  la  manivelle. 

Dans  le  cric  composé,  les  dents  du  pre- 
mier pignon  engrènent  avec  celles  d’une  roue 
dentée , et  les  dents  du  pignon  de  cette  roue 
engrènent  avec  celles  de  la  barre.  Par  là  on 

O 

met  la  puissance  en  état  de  faire  éqnilibro 
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à une  plus  grîfnde  résistance,  (’e  cas  se  rap- 
porte à celui  des  roues  dentées,  et  nous  ne 
’ nous  étendrons  pas  davantage  à son  sujet. 

169.  Lorsque  deux  puissances  sont  en  équi- 
libre au  moyen  d-une  poulie  ou  d’un  tour , 
il  est  bien  évident  qu’on  peut  les  considérer 
comme  si  elles  étoient  en  équilibre  aux  ex- 
trémités d’un  levier  dont  le  point  d’appui 
seroit  dans  l’axe  du  tour  ou  de  la  poulie  ; 
donc  (iSy)  ces  puissances  sont  entie  elles 
réciproquement  comme  les  espaces  qu’elles 
parcouroient  suivant  leurs  directions  , si 
f équilibre  étoit  infiniment  peu  troublé. 

Article  III. 

De  l* Équilibre  du  Plan  incliné. 

Fig.  75,  i6o.  O»  dit  qu’un  plan  ABCD  est  incliné, 
lorsqu’il  fait  un  angle  avec  un  plan  hor  - 
sontal  ABEF  , et  que  cet  angle  n’est  pas 
droit. 

161.  Si  par  un  point  quelconque  H pris 
sur  la  droite  AB  d’intersection  du  plan  in- 
cliné et  du  plan  horisontal  on  mène  deux 
perpendiculaires  à cette  droite , l'une  HK 
dans  le  plan  horisontal  , et  l’autre  HI  dans 
e plan  incliné  , l’angle  IHK  formé  par  ces 
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deux  perpendiculaires  est  la  mesure  de  l’in- 
clinaison du  plan.  Le  plan  de  l’angle  IHK  , 
qui  passe  par  deux  droites  perpendiculaires 
à AB , est  perpendiculaire  à la  droite  AB  ; 
donc  il  est  yjerpendiculaire  aux  deux  plana 
ABCD  et  ABEF,  qui  se  coupent  dans  cette 
droite.  Donc  ce  plan  est  en  même  - tems 
vertical  et  perpendiculaire  au  plan  incliné. 

162.  Réciproquement  tout  plan  qui  est  en 
méme-tems  vertical  et  perpendiculaire  au 
plan  incliné  , est  perpendiculaire  à l’inter- 
section AB  du  plan  incliné  avec  le  plan 
horisontal;  donc  les  droites  Hl  et  HK  sui- 
vant lesquelles  il  coupe  ces  deux  derniers 
plans  sont  aussi  perpendiculaires  à AB , et 
forment  entr’elles  un  angle  IHK  qui  est 
la  mesure  de  l’inclinaison  du  plan  ABCD 
par  rapport  au  plan  horisontal. 

163.  Si  par  1»  point  I on  mène  une  ver- 
ticale IL  , cette  droite  ne  sortira  pas  du 
plan  de  l'angle  JHK  ; elle  rencontrera  la 
droite  horisontale  HK  à laquelle  elle  seia 
pej  pendiculaire,  et  elle  formera  u»  trianglu 
rectangle  IHL.  L’hypotliénuse  Hl  de  co 
triangle  se  nomme  la  lon^ueuF  du  plaft  in-^ 
.cliné  , le  coté  I L en  est  la  kauùeur  ^ 
l’autre  côté  HL  en,  est  la 
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I. 

76.  ‘ 164.  Lorsqu’un  corps,  qui  touche  par  un 

seul  point  Q un  plan  immobile  ABCD  , est 
poussé  par  une  force  unique  P , dont  la 
direction  PQ,  passe  par  le  point  de  con^ 
tact  Q,  est  perpendiculaire  au  plan,  ce 
corps  reste  en  repos. 

En  effet , on  peut  concevoir  que  la  force 
P soit  appliquée  au  point  Q de  sa  direction. 
Or  cette  direction  étant  perpendiculaire  au 
plan,  et  par  conséquent  à toutes  les  droites 
QR , QS , QT  , que  l’on  peut  mener  dans 
ie  plan  par  le  point  Q , elle  est  semblable- 
ment disposée  par  rapport  à toutes  ces  droi- 
tes; il  n’y  a donc  pas  de  raison  pour  que 
le  point  Q se  meuve  plutôt  suivant  l’une 
d’entre  elles  que  suivant  tout  autre  ; donc 
ce  point , et  par  conséquent  tout  le  corps , 
restera  en  repos. 

F'S-  77-  ■ i65.  Lus  conditions  qu’on  vient  de  rap- 
porter sont  toutes  deux  nécessaires  pour,  que 
ie  corps  reste  en  repos;  car  si  la  direc- 
tion' PJ  de  la  force  ne  passe  pas  par  le  point 
de  contact  , rien  n’empéche  le  point  G du 
corps  qui  est  sur  cette  direction,  de  s’ap- 
procher du  plan , et  le  corps  doit  se  mettre 
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J en  mouvement.  2°  Si  la  direction  PQ  de  fig- 78- 
la  force  passe  par  le  point  de  contact , et 
n'est  pas  j^erpendiculaire  au  plan  , et  con- 
cevant toujours  cette  force  appliquée  au 
■point  Q,  soit  prolongée  sa  direction  en  QR, 

‘et  par  le  point  Q soit  menée  la  droite  QS 
perpendiculaire  au  plan;  parles  deux  droites 
•QR  , QS  soit  mené  un  plan  qui  coupera 
le  premier  plan  ABCD  , quelque  part  dans  ^ 
•une  droite  HI  qui  passera  par  le  point  Q.’ 

Cela  posé  , si  l’on  représente  la  force  P par 
la  partie  QR  de  sa  direction,  et  qu’on  achève 
le  parallélogramme  QTRS , à la  place  de  la 
force  P , on  pourra  prendre  les  deux  forces 
représentées  par  QS  et  QT.  Or  la  force  QS 
qui  passe  par  le  point  de  contact  , et  dont 
la  direction  "est  perpendiculaire  au  plan 
ABCD,  sera  détruite  par  la  résistance  de,  ce 
plan  ( 164);  mais  rien  ne  s’opposera  à l’ac- 
tion  de  la  force  QT  dont  la  direction  est  . 
parallèle  au  plan  ; le  point  Q se  mouvera 
donc  dans  le  sens  QH , et  le  corps  ne  sera 
pas  en  repos. 

iGG.  Il  suit  de  - là  que  lorsqu'un  corps,  f'S- 79- 
animé  par  la  seule  action  de  sa  pesanteur, 
repose  en  équilibre  sur  un  ])lan  ABCD 
qu’il  touche  à un  seul  point  Q,  le  centre 
'de  gravité  P de  ce  corps  , et  le  - point  de 
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<;onîact  Q sont  dans  un^  inénie  yerticaia  j 
Iç  plan  ABCD  eçt  horizontal,  car  le  poids 
du  corps  pouvant  étr^  regardé  cornuie  nue 
force  unique  appliquée  à son  centre  de  gra- 
vité , le  corps  ne  peut  étte  en  repos , à 
moins  que  la  direction  de  cette  force  no 
passe  par  le  point  de  contact  et  *ie  soit 
perpendiculaire  au  plan  sur  lequel  le  corps 
est  appuyé. 

Fig-  7^  167,  Il  suit  encore  que  lorsqu’un  corps 

animé  par  la  seule  action  de  la  pesanteur 
est  appuyé  sur  un  plan  incliné  ABCD  pax 
un  seul  de  ses  poiiits  Q , et  que  ce  point 
se  trouve  dans  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  , ce  corps  doit  tendre  à 
glisser  sur  le  plan  , et  la  direotion  QH  y 
suivant  laquelle  le  point  Q tend  à se  mou- 
voir est  l’intersection  du  plan  ABCD  avec 
le  plan  IHK.  qui  est  on  même  tems  vertical 
et  perpendiculaire  au  plan  ineliné. 

l ig.  80.  nous  venons  de  dire  d’un 

corps  poussé  par  «ne  seule  force  contre  un 
plan  , doit  s’appliquer  à un  corps  poussé 
contre  iiive  surface  courbe  AQB  qu’ü  ne 
touche  qu  en  un  point  Qÿ  c’est- à dire  qu^ 
ce  corps  ne  peut  être  en  repos  , à moina 
que  la  direction  d,e  la  force  qui  I0  poussa 
ne  pa^&ç  par  le  point  ^ ne  scw| 
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p^irpehdicukiré  à là  sürfecè  courbe  en  ce 
pôiht.  ’Cat  ce  corps  peut  être  cOnsidëCé 
comme  appuyé  Sur  le  plan  HE  qui  serôît 
tangent  à la  surface  courbe  au  point  Q. 

169.  On  voit  donc  que  lorsqu’un  'levier 
peut  glisser  sur  son  point  d’appui  > il  no 
suffit  pas,  pour  -qu’il  reste  en  repos  , que 
la  résultante  des  deux  puissances  qui  sont 
appliquées  à Ce  levier  soit  dirigée  vers  ie 
point  d’appui  ; il  faut  encore  que  la  direè- 
tion  de  cette  résultanté  soit  pecpendiculairo 
à la  surface  du  levier  dans  Jbe  îpoint-ioù  H 
touche  l’appui. 

î I. 

170.  Lorsqu’un  corps  poussé  par  une  ‘force  8i 
Unique  P contre  un  plan  immobile  ‘^ABCO  , 

est  appuyé  fsut  ce  plan  par  une  base  finîie 
UXYZ,  si  4a  direction  PQ  la» force  ren- 
contre la ''base  quelque  part  en  un  pdint-Q, 
et’Bi  elle  'es't  en  ménre-tems  perpendicu- 
laire au  plan  ; le  ccrt’ps  'Teste  'en  repos  ; car 
noUs  avons  VU  ( î’64  ) que  si 'la  base  i^tOit 
réduire  au  seul  point  ‘Q , le  repos  autoît 
lieu  , il  et  est  évident  que  les  autres  points 
dîappui  que  pnésttnte  hi  baâfe  '«e  peuvent 
pas  4e  'frOobier. 
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On  démontrera  , comme  dans  l’articïe* 
( i65  ) que  ces  conditions  sont  toutes  deux 
nécessaires  pour  que  le  corps  reste  en  repos  : 
l^effet  de  la  première  est  d’em pécher  le  corps 
de  tourner  sur  un  des  côtés  de  sa  base  ; 
Teffet  de  la  seconde  est  de  l’ empêcher  de  glis- 
ser sur  le  plan  ABCD.  ■ 

171.  Si  le  corps  , au  lieu  d’étre  appuyé" 
sur  le  plan  par  une  base  continue , le  touche 
simplement  par  plusieurs  points  séparés  les 
uns  des  autres  ; on  peut  regarder  ces  points 
comme  les  sommets  des  angles  d‘une  base  ’ 
polygonale,  etJe  corps  est  en  repos  lorsque 
la  direction  de  la  force  qui  le  pousse  contre 
le  plan , est  perpendiculaire  à ce  plan  , et 
qu’en  méme-tems  elle  passe  par  l’intérieur 
dn  polygnne. 

Ainsi  le  poids  d’un  corps  pouvant  être 
rçgardé  comme  une  force  appliquée  à son 
centre  de  gravité  P , et  dont  la  direction 
est  verticale  , on  voit  1°  qu’un  corps  qui 
repose  par  sa  base  sur  un  plan  horisontal 
ABCD,  ne  peut  pas  être  stable , à moins 
que  la  verticale  PO  menée  par  le  centre 
de  gravité  ne  rencontre  un  point  quelcon- 
que Q de  la  base  ; 2^^  que  si  le  corps  pose 
sur  le  plan  par  uri  certain  nombre  de  points 
d’appui  ü , X,  Y,  etc...  il  ne  peut  être  stable  , 
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à moins  que  la  verticale  PQ  menée  par  son 
centre  de  gravité  P ne  passe  par  un  point 
Q pris  dans  l'intérieur  du  polygone  UXY, 
que  l'on  formeroit  en  joignant  les  points 
d'appui  extérieurs  par  des  droites  UX  , 
XY,YU. 

III. 

■ \ 

172.  Jusqu^ici  nous  avons'supposé  que  le 
corps  appuyé  contre  un  plan  étoit  poussé 
par  une  force  unique;  mais  il  est  évident 
que  si  le  corps  est  poussé  par  plusieurs  forces 
en  méme-tems  , il  ne  peut  être  en  repos  , 
à moins  que  la  résultante  de  toutes  ces  for- 
ces ne  satisfasse  aux  conditions  précédantes, 
c'est  à-dire  , à moins  que  la  direction  de  cette 
résultante  ne  soit  perpendiculaire  au  plan, 
et  qu'elle  ne  passe  pas  la  basse  du  corps. 
Il  y a donc  dans  ce  cas  une  troisième  con- 
dition nécessaire  au  repos  du  corps,  et  cette 
condition  est  que  toutes  les  forces  qui  agis- 
sent sur  lui  aient  une  résultante. 

Toute  la  théorie  de  l’équilibre  d'un  corps 
poussé  par  tant  de  forces  qu'on  voudra, 
et  appuyé  contre  un  seul  plan  résistant, 
consiste  dans  la  recherche  des  directions  et 
des  grandeurs  que  ces  forces  doivent  avoi^ 
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pour  que  les  trois  conditions  que  nous  ve- 
nons d'oBoncer  «oient  (remplies.  Mous  nous 
contenterons  de  la  développer  pour  quel- 
ques cas  simples,  et  fwincipalement  pour 
celai  où  le  corps  est  poussé  par  deüx  forceps* 

I V. 

173.  Soit  donc  LUZ  un  corps  appuyé  par 
une  base  UXYZ  contre  un  plan  résistant 
ABCD , et  tiré  en  même  - tems  par  deux 
forces  Jl , S.  D après  ce  qui  précède  pour 
que  le  corps  soit  en  repos,  il  faut  1®  que 
les  deux  forces  R, S aient  une  résultante 
or  deux  forces  11e  peuvent  avoir  nue  résul- 
tante , à moins  que  leurs  directions  ne  soient 
dans  un  même  plan,  (î'g)  donc  1*^  les  di- 
rections des  deux  forces  R, S doivent  être 
comprises  dans  un  même  plan,  et  concourir 
en  un  certain  point 

•sP.  il  faut  qué  la  direction  PQ  de  la 
résultante  des  deux  torces  R, S,  soit  perpen- 
diculaire au  plan  ABCD  ; or  la  résultante 
de  deux  forces  est  toujours  comprise  dans 
le  plan  mené  par  leurs  directions  ; donc 
le  plan  dans  lequel  sont  dirigées  les 
deux  forces  R, S , doit  être  perpendiculaire 
nu  .plan  ABCD. 

S*". 
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3®.  Il  faut  que  la  directicn  PQ  de  la  ré- 
sultante passe  par  un  point  Q de  la  baie. 

174.  Il  suit  de -là  que  si  Tune  des  deux 
forcer,  par  exemple  la  force  Pi,  est  le  poids 
du  corps  que  l’on  peut  considérer  comme 
appliqué  au  centre  de  gravité  M , et  donc 
la  direction  MR  est  verticale  , le  corps  ne 
peut  rester  en  repos  sur  le  plan  incliné 
ABCD  , à moins  que  la  direction  NS  de 
l’autre  force  ne  soit  comprise  dans  un  plan 
vertical  , mené  par  le  centre  de  gravité  M , 
perpendiculairement  au  plan  incliné,  et  que 
de  plus  la  direction  PQ  de  la  résultante 
des  deux  forces  ne  soit  perpendiculaire  au 
plan  incliné , et  ne  passe  par  un  point  Q 
de  la  base  du  corps. 

Actuellement  toutes  ces  conditions  qui 
sont  relatives  aux  directions  des  forces  , 
étant  supposées  remplies , cherchons  les  rap- 
ports que  les  deux  forces  R.,  S et  la  charge 
P du  plan  ont  entre  elles  dans  le  cas  de 
l’équilibre. 

V. 

175.  Soit  LXU  un  corps  appuyé  par  sa 
base  UX  sur  un  plan  résistant  HI,  et  main-  r 
tenu  en  repos  contre  ce  plan  par  les  deux 

L 
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forces  Pi,  S.  Après  avoir  prolongé  les  direc- 
tions . des  deux  forces  jusqu’à  ce  qu’elles 
se  soient  rencontrées  en  un  point  N , soit 
menée  par  ce  point  la  droite  NP  perpen 
diculaire  au  plan  HI.  Pîous  avons  vu  que 
cette  droite  sera  la  direction  de  la  résul- 
tante des  deux  forces  I\,S.  Donc  si  l’on  re- 
présente cette  résultante  par  la  partie  ISÎE 
de  sa  direction , et  si , en  menant  par  le 
point  E les  droites  EG  , EF  parallèles  aux 
directions  des  forces  R, S,  on  achève  le  pa- 
rallélogramme JSFEG  , les  côtés  NF , IMG 
représenteront  les  grandeurs  des  forces  R,  S. 
Donc  en  nommant  P la  charge  du  plan 
qui  est  égale  à la  résultante , on  aura 

R : S : P : : NF  : NG  ouFE  : NE. 

Pour  avoir  les  rapports  de  ces  trois  forces 
exprimés  en  quantités  indépendantes  de  la 
construction  du  parallélogramme  NFEG  , 
on  remarquera  c]ue  dans  le  triangle  NEF 
les  côtés  sont  entre  eux  dans  le  rapport  des 
sinus  des  angles  opposés  , ou  que  l’on  a 

' NF  : FE  : EN  : : sin.  NEF  : sin.  FNE  ; sin.  NFE 
donc  on  aura 

R : S : P : : sin.  NEF  : sin  FNE  : sin.  NFE. 
Or  ces  trois  angles  sont  ceux  que  forment 
entre  elles  les  directions  des  trois  force» 
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B.,  S,  P;  donc  ces  forces  sont  entre  elles 
chacune  comme  le  sinus  de  l'angle  que  for-, 
ment  les  directions  des  deux  autres. 

On  voit  donc  que  des  six  choses  que  l’on 
peut  considérer  dans  cet  équilibre  , et  qui 
sont  les  directions  des  trois  forces  et  leurs 
grandeurs , trois  quelconques  étant  données 
on  déterminera  les  trois  autres , dans  tous 
]es  cas , où  des  six  choses  que  Ton  consi- 
dère dans  le  triangle  NEF,  savoir,  les  angles 
et  les  cùtés  , les  trois  analogues  étant  don- 
nées on  pourra  déterminer  les  trois  autres* 

176.  Si  l’une  des  forces , par  exemple 
la  force  R , est  le  poids  du  corps  , dont  la  f’îg-  84: 
direction  est  verticale  et  passe  par  le  centre 
de  gravité  M , et  que  la  direction  de  la 
force  S qui  retient  le  corps  en  équilibre 
sur  le  plan  incliné  , soit  parallèle  à ce  pian, 
soient  menées  la  base  HK  et  la  hauteur 
Kl  du  plan  incliné,  les  triangles^  rectangles 
NFE , IHK  seront  semblables  , parce  que 
les  angles  NFE  , HIK  dont  les  côtés  sont 
parallèles  chacun  à chacun  seront  égaux  ^ 
et  l’on  aura 

NF  : FE  : EN  ; ; HI  : IK  : KH, 
donc  on  aura  aussi 

R : S : P : : HI  : IK  ; KH. 
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Ainsi  dans  ce  cas  , le  corps  du  poids  est 
à la  force  qui  le  tient  en  équilibre  , comme 
la  longueur  du  plan  incliné  est  à sa  hauteur. 
8;.  lyy.  En  supposant  toujours  que  la  force 
I\  soit  le  poids  du  corps  , si  la  direction 
de  la  force  S est  horisontale  , et  par  con- 
séquent parallèle  à la  base  HK  du  plan  in- 
cliné , les  triangles  rectangles  NFE  , HKI 
sont  encore  semblables,  parce  que  les  cùtés 
' de  Fun  seront  perpendiculaires  aux  cotés  de 
l’autre,  et  Fou  aura 

KF  : FE  : EN  : : HK  : Kl  : IH. 

On  aura  donc  aussi 

Pl  : S : P : : HK  : Kl  : IH. 

Ddnc  alors  le  poids  du  corps  est  à la  force 
qui  le  tient  en  équilibre  , comme  la  base 
du  plan  incliné  est  à sa  hauteur. 

V 1. 

Fig.  86.  j^3  Considérons  actuellement  l’équilibre 

d’un  corps  soutenu  par  deux  plans  inclinés. 
Soit  M un  corps  soumis  à la  seule  action 
de  la  pesanteur  , et  retenu  par  les  deux 
plans  inclinés  ABCD  , ABEF  qui  se  coujient 
quelque  part  dans  la  droite  AB.  Soient 
H,I,  les  points  par  lesquels  le  corps  touche 
les  deux  plans,  et  GP  la  verticale  menée 
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par  son  centre  de  gravité , et  cpii  sera  par 
conséquent  la  direction  de  son  poids.  Il  est 
évident  que  ce  corps  n©  peut  rester  en  re- 
pos , à moins  que  son  poids  R ne  puisse 
se  décomposer  en  deux  autres  forces  P,Q 
appliquées  au  même  corps  , et  qui  soient 
détruites  parles  résistances  des  deux  plans; 
ou  ce  qui  revient  au  meme  , à moins  que 
les  directions  des  deux  forces  P,Q  ne  pas- 
sent par  les  points  d’appui  H,I,  et  ne  soient 
perpendiculaires  chacun  au  plan  incliné 
correspondant  j or  la  direction  d’une  force 
et  celles  de  ses  deux  composantes  sont 
comprises  dans  un  même  plan,  et  se  ren- 
contrent nécessairement  en  un  même  point  ; 
donc  pour  que  le  corps  M puisse  rester  en 
repos  entre  les  deux  plans  inclinés  , il  faut 
que  les  perpendiculaires  IG,  HG , menée» 
par  les  points  d^appui  I,H  aux  deux  plans 
inclinés  ; soient  dans  un  même  plan  avec 
la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité 
du  corps,  et  rencontrent  cette  verticale  ejï 
un  même  point  G. 

179.  11  suit  de  là  que  pour  quhm  corps 
M soit  en  repos  entre  deux  plans  inclinés, 
indépendamment  de  la  position  du  corps , 
les  plans  doivent  satisfaire  à la  condition 
que  la  droite  AB  de  leur  intersection  soit. 

L3 
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liorisontale.  En  effet,  le  plan  IGH  qui  doit 
contenir  la  verticale  GR  , et  les  perpendi- 
culaires IG  , HG  aux  deux  plans  inclint^s  , 
est  en  même  tems  vertical  et  perpendiculaire 
à ces  deux  plans  ; donc  reci[)roquement  les 
deux  plans  inclinés  doivent  être  perpendi- 
culaires au  plan  vertical  IGH  ; donc  la  droite 
AB  de  leur  intersection  doit  être  perpendicu. 
laire  à c-e  meme  plan  , et  par  conséquent 
liorisontale. 

180.  Ces  conditions  qui  ont  pour  objet 
les  positions  respectives  du  corps  et  des 
deux  plans  inclinés,  étant  supposées  rem- 
plies , pour  trouver  le  rapport  da  poids  R. 
du  corps  aux  charges  P,Q  que  supportent 
les  deux  plans  , nous  remarquerons  que  le 
plan  IGH  vertical  et  perpendiculaire  aux 
deux  plans  inclinés,  coiitéaant  les  angles 
€[ue  ces  deux  plans  forment  avec  l'horison  , 
renferme  tout  ce  qui  est  relatif  à la  ques  ion, 
et  qu’on  peut  se  contenter  île  le  considérer 
seul  comme  dans  la  ligure  87.  Soient  donc 
AD  , AF  les  intersections  du  plan  vertical 
87.  IGH  avec  les  deux  plans  inclinés  ; ces  droi- 
tes forment  avec  l’horisontale  UZ  , ou  avec 
tonte  autre  liorisontale  HY  des  angles  qui 
mesureront  les  inclinaisons  des  deux  plans. 
Cela  posé  , si  l’on  représente  le  poids  du 
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corps  par  la  partie  GR  de  sa  direction,  et 
qu^on  achève  le  parallélogramme  GPRQ , 
on  aura 

R : P : Q : : GR  : RQ  : QG. 

Or  les  triangles  GQR,  HAY  dont  les  cotés 
sont  perpendiculaires  chacun  à chacun  don- 
nent 

, GR  : RQ  : QG  : : YH  : YA  : AH, 
donc  on  aura  aussi 

R : P : Q : : HY  : YA  ; AH. 

Ou  enfin  parce  que  les  côtés  du  triangle 
HAY  sont  proportionnels  aux  sinus  des  an- 
gles opposés,  on  aura 

R : P : Q : : sin.  YAH  : sin.  AHY  : sinHYA. 

C’est- à dire  qu’en  représentant  le  poids  du 
corps  par  le  sinus  de  l’angle  que  forment 
entre  eux  les  deux  plans  inclinés,  les  charges 
que  supportent  ces  deux  plans  sont  entre 
elles  réciproquement  comme  les  sinus  des 
angles  que  ces  plans  forment  avec  l’horison. 

’ \ : 

VII.  ' 

i8i.  Enfin  si  un  corps  est  appuyé  par  Fig.  88. 
trois  points  A,  B,  G sur  trois  plans  inclinés, 
il  est  évident  que  ce  corps  ne  pourra  rester, 
en  repos,  à moins  que  son  poids  P,  dont 

L4 
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la  direction  DP  est  verticale,  et  passe  par 
le  centre  de  gravité  du  corps,  ne  puisse  se 
décomposer  en  trois  ai. très  forces  Q,  R,  S, 
qui  soient  détruitres  par  les  lésistances  des 
plans  inclinés;  c’est  à dire,  à moins  que 
les  directions  des  trois  forces  Q,  R,  S ne 
p.assent  par  L s trois  points  d’appui,  et  ne 
soint  perpendiculaires  chacune  au  plan  in- 
cliné correspondant. 

iSs.  Pour  que  le  corps  soit  en  repos,  il 
faut  donc  que  son  poids  P puisse  se  décom- 
poser en  deux  forces  Q,  X,  dont  la  pre- 
mière Q étant  dirigée  vers  un  des  points 
d’appui  A , perpendiculairement  au  plan  in- 
cliné qui  passe  par  ce  point,  l'autre  force 
X puisse  elle  même  se  décomposer  en  deux 
autres  R,  S dirigées  vers  les  deux  autres 
points  d'appui  B,  G,  perpendiculairement 
chacun  à chacun  des  deux  autres  plans  in- 
clinés. 

On  voit  donc  que  dans  ce  cas  il  n’est 
pas  nécessaire  que  les  perpendiculaires  aux 
plans  inclinés  menées  par  les  points  de  con- 
tact A,  B,  G,  se  rencontrent  toutes  trois  en 
un  même  point , ni  meme  qu’elles  rencon- 
trent toutes  trois  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 
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THÉORÈME. 

» 

i83.  Lorsqu  un  corps  sans  pesanteur , 
appuyé  conte  un  plan  incliné  BC  par  un 
point  unique  C,  est  en  équilibre  entre  deux 
puissances  P,  Q,  ces  puissances  sont  entre 
elles  réciproquement  comme  les  espaces 
qu’elles  pacourroient  suivant  leurs  direc-^ 
tiens , si  V équilibre  étoit  infiniment  peu 
troublé, 

Ijémonstration.  Les  deux  puissances  P , 
Q , étant  en  équilibre , leur  résultante  doit 
être  perpendiculaire  au  plan  incliné,  et 
passer  par  le  point  d’appui  C ( 173  ) il  suit 
de-là  que  les  directions  de  ces  puissances 
doivent  concourir  en  un  certain  point  G 
( 2g  ) et  que  la  droite  GC  doit  être  per- 
pendiculaire au  plan  incliné.  Cela  posé , du 
point  C soient  abaissées  sur  les  directions 
des  puissances  P,  Q,  les  perpendiculaires 
CE  , CF , il  est  évident  que  l’angle  ECF  , 
supposé  invariable  peut  être  considéré  comme 
un  levier  coudé  aux  extrémités  duquel  sont 
appliquées  les  deux  puissances  en  équilibre 
autour  du  point  d'appui  C ; donc  on  dé- 
montrera, comme  dans  l’article  iSy,  que  les 
puissances  sont'entre  elles  réciproquement 
eorame  les  espaces  qu’elles  parcousroient 
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suivant  leurs  directions  si  l’équilibre  étoit 
infiniment  peu  troublé. 

De  la  V^is. 

184.  SI  l’on  conçoit  qu’un  cylindre  ABCD 

soit  enveloppé  d’un  fil  AGHIK " disposé  de 

manière  que  les  angles  FLO,  FMP,  FNQ.... 
formés  par  la  direction  du  fil  avec  des  droites 
menées  sur  la  surface  du  cylindre  parallèle- 
ment à l’axe , soient  partout  égaux  entre 
eux , la  courbe  f[ue  trace  le  fil  sur  la  sur- 
face du  cylindre  se  nomme  hélice. 

185.  Il  suit  de-là  que  si  l’on  dévelope  la 

surface  du  cylindre,  et  qu’on  l’étende  sur 
un  plan , comme  on  voit  en  ahcd , i'’  le 

développement  ahi  ou  hk!  d’une  révolution 
de  l’hélice  sera  une  ligne  droite  , parce  que 
les  angles  que  cette  ligne  formera  avec 
toutes  les  droites,  telles  que  ef^  menées  pa- 
rallèlement au  côté  ad  ^ seront  égaux  entre 
eux.  2°.  Ce  développement  «Æ'  d’une  révo- 
lution d’hélice  sera  l’hypçthénus  d’un  trian- 
gle rectangle  ahh)  dont  la  basse  ah  sera  égale 
à la  circonférence  de  la  base  du  cylindre, 
et  dont  la  hauteur  hJd  sera  égale  à la  dis- 
tance de  la  révolution  que  l'on  considère 
à celle  qui  la  suit.  3®.  Toutes  les  hypothé- 
nuses  ah< ^ hk'  étant  parallèles  entra  elles  , 
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les  tna^^les  rectangles  ahlV  hh’ki etc. 

seront  tons  égaux  et  semblables  , et  auront 
des  hauteurs  égales.  Donc  les  intervalles 
LM,  MN...  entre  deux  révolutions  consécu- 
tives de  riu^lice  considérée  sur  la  surface 
du  cylindre  sont  par  tout  égaux  entre  eux. 

186.  Cela  posé,  la  'ins  peut  être  consi-  9' 
dérée  comme  un  cylindre  droit , enveloppé  ^ ' 
d’un  filet  saillant , adhérent  et  roulé  en  hé- 
lice sur  la  surface  du  cylindre.  Le  plus  sou- 
vent la  forme  du  filet  est  telle  que  si  on  le  pjg 
coupe  par  un  plan  mené  par  l'axe  du  cylindre, 
sa  section  est  un  triangle  isoscele , comme 
on  voit  fig.  91.  Mais  dans  les  grandes  vis  que  pig.  gr 
l’on  exécute  avec  soin  , la  section  du  filet 
est  rectangulaire,  comme  dans  la  fig.  gi. 
L'intervalle  constant  AB  qni  se  trouve  entre 
deux  révolutions  consécutives  du  filet  se 
nomme  hauteur  du  pas  de  la  vis  , ou  sim- 
plement pas  de  la  vis. 

i8y,  La  pièce  MN  dans  laquelle  entre  la 
vis  se  nomme  écrou.  Sa  cavité  est  revêtue 
d’un  autre  filet  saillant  , adhérent  , plié  de 
même  eu  liélice  , et  dont  la  figure  est  telle 
qu'il  remplit  exactement  les  intervalles  que 
laissent  entre  eux  les  filets  de  la  vis.  Par-là 
la  vis  peut  tourner  dans  son  écroa , mais 
elle  ne  peut  pas  le  faire  sans  se  mouvoir 


17*  Traité  Él^mentairk 
dans  le  sens  de  son  axe  , et , pour  une  ré- 
volution entière  , elle  se  meut  dans  le  sens 
de  r axe  d’une  quantité  égale  au  pas  de  la 
vis. 

188.  Quelquefois  la  \is  est  fixe,  et  l’écrou 
se  meut  autour  d’elle  : alors  , pour  chaque 
révolution  , l’écrou  se  transporte  sur  la  vis 
d’une  quantité  égale  au  pas. 

189.  La  vis  peut  servir  à élever  des  poids  ^ 
ou  à vaincre  des  résistances  ; mais  on  l’em- 
ploie le  plus  ordinairement  lorsqu’on  se  pro- 
pose d’exercer  de  grandes  pressions.  Pour 
cela  on  applique  une  puissance  Q à l’extré- 
mité d’une  barre  qui  traverse  la  tête  de  la 
vis  ( fig.  92  ) ou  l’écrou  ( fig.  91  ) , selon 
que  c’est  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  pièces 
qui  est  mobile  ; et  cette  puissance  en  fai- 
sant tourner  pièce  à laquelle  elle  est  appli- 
qué^ fait  avancer  la  tête  de  la  vis  vers  l’écrou 
ou  réciproquement  , et  donne  lieu  à ces 
deux  pièces  de  comprimer  les  objets  qui  sont 
compris  entre  elles. 

Nous  nous  proposons  ici , en  faisant  abs-- 
traction  du  frottement  , de  trouver  le  rap- 
port de  la  puissance  Q à la  résistance  P qui 
lui  fait  équilibre  , en  s’opposant  au  mouve- 
ment de  la  pièce  mobile , suivant  une  direc- 
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tiou  parallèle  à Taxe  de  la  vis  ; et  parce 
que  l’effet  est  absolument  le  même , soit  que 
la  vis  tourne  dans  son  écrou , soit  que  l’écrou 
tourne  sur  la  vis  , nous  nous  contenterons 
d’examiner  ce  dernier  cas. 

390.  La  vis  étant  fixe  et  dans  une  situation 
verticale  , concevons  que  l’écrou  soit  aban- 
donné à l’action  de  la  pçsanteur  , et  même 
si  l’on  veut  qu’il  soit  chargé  d’un  poids 
étranger,  il  est  clair  qu’il  descendra  en  tour- 
nant, et  qu’il  parcourra  tous  les  filets  infé- 
rieurs de  la  vis,  en  glissant  sur  eux  comme 
sur  des  surfaces  inclinées.  II  est  clair  aussi 
qu’on  s’opposera  à cet  effet  en  empécbant 
l’écrou  de  tourner  autour  de  la  vis  , et  par 
conséquent  en  appliquant  à l'extrémité  de 
la  barre  FV  une  puissance  Q qui  soit  dirigée 
perpendiculairement  à cette  barre  , et  dans 
un  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  la  vis. 

J91.  Supposons  pour  un  instant  que  l’écrou 
ne  pose  sur  la  surface  du  filet  de  la  vis 
qu’en  un  seul  point  ; ce  point  pendant  le  mou- 
vement de  l’écrou  décrira  une  hélice  dont  le 
pas  sera  le  mémo  que  celui  de  la  vis  , et  qu’on 
])Ourra  concevoir  tracé  sur  la  su: face  d’un 
cylindre  dont  le  rayon  seroit  égal  à la  dis- 
tance du  point  déci-ivant  à l’axe  de  la  vis. 

Soient  donc  AB  CD  le  cylindre,  EFG  HL. . Fig- 93 
l’hélice  dont  il  s’agit , et  M le  point  de 
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l’écrou  qui  la  décrit.  Soit  XY  la  tangente  de 
l’hélice  au  point  M ; par  un  point  Y de  cette 
tangente  soit  menée  la  verticale  YZ , étale 
au  pas  de  l’hélice  , et  dans  le  plan  vertical 
XYZ  la  droite  horisontale  XZ  ; il  est  clair  que 
cette  dernière  droite  sera  égale  à la  circonfé- 
rence de  la  base  du  cylindre  ABCD  ( i85)  ou 
à la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon 
est  CF  , et  nous  la  représenterons  par  cir.  CF. 

Cela  posé  , le  point  M , que  l’on  peut  re- 
garder comme  chargé  de  tout  le  poids  P de 
de  l’écrou  , sera  appuyé  sur  l’hélice  comme 
s’il  étoit  sur  le  plan  incliné  XY  ; ainsi  pour 
le  tenir  en  équilibre  au  moyen  d’une  force 
R qui  lui  seroit  immédiatement  appliquée  ^ 
et- qui  seroit  dirigée  parallèlement  à XZ , 
il  faudroit  ( 177)  que  cette  force  R fut  au 
poids  P comme  la  hauteur  du  plan  incliné 
est  à sa  base , ou  que  Fon  eût. 

Pl  : P : : YZ  : cire.  CF 

Mais  si  au  lieu  d’une  force  Pt  immédiatement 
appliquée  au  point  M,  on  emploie  une  force 
Fig.  91.  Q (lig.  qi)  dont  la  direction  soit  parallèle 
à celle  de  la  première  , et  qui  agisse  à l’ex- 
trémité dhine  barre  CV  , il  faudra  que  cette 
force  exerce  sur  le  point  M le  même  effort 
que  la  force  R , et  pour  cela  que  ces  forces 
soient  entre  elles  réci[)roquement  comme 
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leurs  distances  à Taxe  du  cylindre  , c’est-à- 
dire  , que  l’on  ait 

Q : R : : CF  : CV  ; 

Ou,  parce  que  les  circonférences  des  cercles 
sont  entre  elles  comme  leurs  rayons , il  faudra 
que  l’on  ait  ' , 

Q : R : cire.  CF  : cire.  CV. 

Donc  en  multipliant  par  ordre  cette  pro- 
portion et  la  première  , on  aura 
Q : P : : YZ  : cire.  CV. 

C’est  à-dire  que  la  puissance  qui  retiendra 
l’écrou  en  équilibre  sera  au  poids  de  l’écrou, 
comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  cirebnfé- 
rence  du  cercle  que  tend  à décrire  la  puis- 
sance. 

192.  Puisque  la  distance  du  point  M à 
Taxe  de  la  vis  n’entre  pas  dans  cette  pro- 
portion , il  s’ensuit  que  quelque  soit  cette 
distance  , le  rapport  du  poids  P de  l’écrou 
à la  puissance  Q qui  lui  fait  équilibre  est 
tpujours  le  même  , pourvu  que  cette  puis- 
sance soit  toujours  appliquée  au  même 
point. 

195.  Si  le  filet  de  l’écrou  est  appuyé  sur 
celui  de  la  vis  par  plusieurs  point  inégale- 
ment éloignés  de  l’axe  de  la  vis  , comme 
cela  arrive  ordinairement,  le  poids  total  de 
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l’écrou  pourra  être  regardé  comme  partagé 
en  poids  partiels  , appliqués  cbacun  à un 
des  points  d’appui.  Or  la  puissance  partielle 
appliquée  au  point  V,  et  qui  fait  équilibre 
à un  de  ces  poids  en  particulier  , est 
à ce  poids  dans  le  rapport  constant  du  pas 
de  la  vis  à la  circonférence  que  tend  à, dé- 
crire la  puissance.  Donc  la  somme  des  poids 
partiels  , ou  le  poids  total  de  l'écrou  , est  à 
la  somme  des  puissances  partielles  , ou  à la 
puissance  totale  Q,  dans  ce  meme  rappoit. 

194.  Il  suit  de  là,  1*^  que  la  force  qu’il 
faudroit  appliquer  à l’écrou  parallèlement  à 
l’axe  de  la  vis  pour  faire  équilibre  à la  puis- 
sance Q qui  tend  à faire  tourner  l’écrou  , 
doit  être  à cette  puissance  , comme  la  cir- 
conférence de  cercle  que  cette  puissance 
tend  à décrire  , est  à la  hauteur  du  pas  de 
la  vis. 

2'’.  Que  pour  une  même  vis , l’effet  de 
la  puissance  Q est  d’autant  plus  grand,  que 
cette  puissance  est  appliquée  plus  loin  de 
l’axe  de  la  vis. 

3'’.  Que  pour  deux  vis  différentes , la 
puissance  étant  appliquée  à la  même  dis- 
tance de  Taxe,  son  effet  est  d'autant  plus 
considérable  que  la  hauteur  du  pas  de  la 
vis  est  moindre.  C’est  à dire  , que  plus  les 

filets 


I 
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illpts  cl6  In.  VJS  sont  serres,  plus  V i pulssmicfî 
a' d’effet  pour  comprimer  daiVj  le  sens  de 
l’axe. 

I I. 

10).  On  emploie  quelquef/ois  la  vis  pour 
communiquer  à une  roue  dentée  un  mou- 
vement de  rotation  sur  son  arbre.  Pl)ur 
cela,  après  avoir  r/onné  à la  vis  une  hau- 
teur de  pas  DE  égale  à une  des  divisions 
de  la  rouq  dentée,  , on.  la  dispose  de  manière 
que  son  axe  suit  dains  ie  plan  de  la  roue, 
et  que  son  ïih  jt  eiig  rêne  avec  les  dents.  Gela 
posé  lorsqu  inie  pu  issance  Q fait  toiu-ner  la 
VIS  sur  son  axe  ar  i moyen  d’une  laanivello 
FG  , le  lü.et  entra  îne  les  dents  qui  se  suc- 
cèdent les  unes  au  x autres,  et  il  fait  tourner 
la  roue , inaîgré  la  résistance  P qui  s’oppose 
à son  m.ouvement  de  rotation. 

Loisquon  empl  oie  la  vis  à cet  usage,  on 
la  nomme  ^>/s  san  s fin. 

Pour  trouver  if  ; rapport  de  la  puissance 
Q à la  résistance  P dans  le  cas  d’équdibre, 
supposons  que  I0  résistance  soit  un  poids 
suspendu  à une  c orde  qui  enveloppe  l’arbre 
de  la  roue.  En  ■ v’ertu  de  ce  poids  la  dent 
de  la  roue  paresse  le  filet  de  la  vis  parallèle- 
ment a laxe  IlE  , et  si  l’on  nomme  R cetts 

pression  , 011  a iSo  ) 
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: R : : A C : A B. 

Actuellement  on  peut  regarder  la  pression 
de  la  dent  cv'>iume  celle  qu’exerceroit  un 
écrou  poussé  p ar  une  force  B.  parallèlement 
à l’axe  de  la  vis  ; on  a dans  le  cas  d'équi- 
libre 

R : Q : : cir.  F G : DE; 

donc  en  multiplian  t le.s  deux  proportions 
par  ordre  , on  a - 

P : Q : : A G X circ.r  F O : A B X DF* 
C’es  à-dire  que  la  pnijjsnnce’  est  à la  résis- 
tance , comme  le  piodii  it  du'  rayon  de  la 
roue  par  la  circonférence  ‘ que  décrit  la  ma- 
nivelle , est  au  produit  (1  u rayo.n  de  l’arbre 
de  la  roue  par  le  pas  de  la  vis. 

Du.  Cou  n. 

196.  Le  coin  est  un  j irisme  triangulaire 
ABCDEF  que  l’on  introdi  -lit  par  son  arrêt© 
tranchante  EF  dans  une  f ente  pour  écarter 
ou  séparer  les  deux  partû  3S  d’un  corps.  On 
s’en  sert  aussi  pour  exercer  • de  grandes  pres- 
sions , ou  pour  tendre  des  ( :ordes. 

Les  couteaux  , les  haclu  is  , les  poinçons  , 
et  en  général  tous  les  insti  umens  tranchans 
et  pénétrans,  peuvent  être  c onsidérés  comme 
des  coins. 
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La  face  ABCD  sur  laquelle  on  frappe 
pour  enfoncer  le  coin  , ou  qui  reçoit  l’ac- 
tion de  la  puissance , se  nomme  la  tâte  du 
coin  ; on  appelle  tranchant  l’arrête  EF  par 
laquelle  le  coin  commence  à s’enfoncer  ; et 
on  donne  le  nom  de  côtés  aux  faces  AFED , 
BFEG  , par  lesquelles  il  comprime  les  eorps 
qu’il  doit  écarter.  Ou  parce  qu’on  a cou- 
tume de  représenter  le  coin  par  son  profd 
triangulaire  ABF  , la  base  AB  du  triangle 
s'appelle  la  tête  du  coin  ; AF  et  BF  en  sont 
les  côtés. 

197.  On  a coutume  de  supposer  que  la 
direction  de  la  puissance  est  perpendiculaire 
à la  tête  du  coin  , parce  que  pour  l’ordi- 
naire , on  enfonce  le  coin  en  frappant  sur 
sa  tête  avec  un  marteau,  ou  avec  tout  autre 
objet  qui  n’a  pas  d'adhérence  avec  lui  , et 
que  dans  ce  cas  si  la  direction  CD  du  choc 
n’est  pas  perpendiculaire  à la  surface  de 
la  tête  , l’action  se  décompose  naturelle-, 
ment  en  deux  autres  CH  , CE  , dont  la  pre- 
mière étant  parallèle  à la  tête  du  coin  , ne 
peut  avoir  d’autre  effet  que  de  faire  glisser 
le  marteau,  et  dont  la  seconde  étant  per- 
pendiculaire à la  face  AB , est  la  seule  qui 
se  transmette  au  coin  et  concourre  à l’effet 
que  l’on  veut  produire.  Mais  si  la  puissance 


/ 
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étoit  appliquée  au  coin,  par  le  moyen  d’une 
corde  dont  le  point  d’attaclie  ne  put  j'a.s 
glisser,  alors  en  considérant  cette  puissance  , 
il  faudioit  tenir  compte  de  sa  direction. 

ï. 

ig8.  Soient  C,  D deux  points  séparés  par 
un  coin  ABF  , et  retenus  par  une  corde 
CL)  qui  leur  est  attachée  , et  qui  s’oppose 
à leur  écartement  j supposons  de  plus  que  ces 
points  soient  appuyés  contre  un  plan  résis- 
tant qui  les  empêche  de  se  mouvoir  dans  un 
sens  perpendiculaire  à la  corde  , et  qu’une 
puissance  P applicjuée  perpendiculairement 
à la  tète  AB  du  coin  hisse  effort  pour  les 
écarter  et  les  mouvoir  dans  le  sens  de  la 
longueur  de  cette  corde.  Cela  posé , il  s’agit 
de  déterminer,  i°  la  tension  qui  en  résulte 
dans  la  corde  CD  , 2^^  la  force  quhl  faut 
appliquer  à l’un  des  deux  points  C , D pour 
les  empêcher  de  se  mouvoir  dans  le  sens 
de  la  corde , 3*^  la  pression  que  chacun  de 
ces  points  exerce  sur  le  plan  qui  leur  ré- 
siste. 

Il  faut  remarquer  d’abord  que  si  la  direc- 
tion de  la  puissance  P n’est  pas  telle  qu’elle 
puisse  se  décomposer  en  deux  autres  Q,Pi> 
dont  les  clivections  passent  par  les  points 
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C,  D et  soient  perpendiculaires  aux  côtés 
AF,  BF , le  coin  tournera  entre  les  deux 
poiuts  C , D , jusqu'à  ce  que  cette  condi- 
tion soit  remplie , et  que  ce  sera  alors  seu- 
lement que  la  puissance  P produira  tout 
son  effet.  Nous  supposerons  donc  de  plus 
qn'après  avoir  mené  par  les  points  C , D 
les  droites  GE,  DE  perpendiculaires  aux 
côtés  du  coin  , le  point  E de  rencontre  de 
ces  deux  droites  soit  sur  la  direction  de  la 
puissance  P. 


D’après  cela , la  force  P se  décomposera 
en  deux  autres  forces  Q,  R dirigées  suivant 
EC  , ED  , et  si  l'on  représente  cette  force 
par  la  partie  EX  de  sa  direction  et  qu’on 
achève  le  parallélogramme  EZXY,,  on  aura 

P : Q : R : : EX  : EY  : EZ  ou  YX. 

Ou  , parce  que  les  deux  triangles  EYX  et 
ABF  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires 
chacun  à chacun,  sont  semblables,  on  aura 


P : Q : R : : AB  : AF  : BF  , 
et  par  conséquent 


PxAF 

AB 

PxBF 

AB 


Le  point  C ne  pouvant  pas  se  mouvoir 
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dans  la  direction  ECH , à cause  de  la  résis- 
tance du  plan  sur  lequel  il  est  appuyé,  la 
force  Q qui  lui  est  appliquée  se  décomposera 
en  deux  autres  , dont  l’une  dirigée  sui- 
vant la  droite  CI,  perpendiculaire  à la  corde, 
sera  détruite  par  la  résistance  du  plan  ; et 
dont  Tautre  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  DG  sera  employée  à tendre  la  corde. 
Ainsi  en  faisant  CH  =EY  , et  achevant  le 
rectangle  CGHI , les  deux  composantes  de 
la  force  Q seront  représentées  par  CI  et 
CG  , et  l'on  aura 

Q : force  Cl  : force  ÇG;:CH:CI:  CG. 
et' par  conséquent 

force  CI=-2£L- 

CH 


forceCG: 


OxCG 


CH 


Ou  bien  mettant  pour  Q sa  valeur  trouvée 
précédemment,  on  aura 

Px  AFx  et 


force  Cl= 


A ii  X C Ü 


force  CG=-LïALi£^ 

A 15  X c H • 

Pareillement  si  sur  le  prolongement  de  ED 
on  fait  DL=EZ,  et  qu’on  achève  le  rec- 
tangle DKLM  dont  le  coté  DK  soit  sur  le 
prolongement  de  CD  , et  dont  le  coté  DM  soit 
perpendiculaire  à CD , la  force  R se  décom- 
G sera  en  deux  autres  DM,  DK  , dont  la 
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première  sera  détruite  par  la  résistance  du 
plan , et  dont  la  seconde  sera  toute  em- 
ployée à agir  sur  la  corde,  et  l’on  trouvera 
de  même. 


force  DM= 
force  D K== 


RxDM 

DL 

RxDK 

DL 


PxRFxDM 
ALxr)!-. 
PxBFxDK 
AüxDL  • 


Ainsi  la  corde  CD  sera  tirée  dans  un  se.ns 
par  la  force  CG  et  dans  le  sens  contraire 
par  la  force  DK. 

Or  lorsqu’une  corde  est  tirée  en  sens  Con- 
traires par  deux  forces  inégales , la  tension 
qu’elle  éprouve  est  toujours  égale  à la  plus 
petite  de  ces  deux  forces  : car  quand  les  deux 
forces  sont  égales,  Tune  d’entre  elles  est  la 
mesure  de  la  tension  de  la  corde  ; et  quand 
elles  sont  inégales  , l’excès  de  la  plus  grande 
sur  la  plus  petite,  n’étant  contre  balancé  par 
rien,  ne  contribue  pas  à tendre  la  corde,  et 
n’a  d’autre  effet  que  de  l’entraîner  dans  le 
sens  de  sa  longueur. 

Donc  1°.  la  tension  de  la  corde  CD  sera 
égale  à la  plus  petite  des  deux  forces  CG,  DK. 

2^.  La  corde  sera  entraînée  suivant  sa  lon- 
gueur et  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des 
deux  forces  CG,  DK  ; en  sorte  que  pour  s’op- 
poser à ce  mouvement  il  faudra  appliquer  à 


jS/j.  Traité  ÉLiîMEWTAiaE 

run  des  deux  points  C,  D,  une  force  égale 
à la  différence  de  ces  deux  forces  et  directe- 
ment opposée  à la  plus  grande. 

3^.  Les  pressions  exercées  par  les  deux 
points  C,  D , sur  le  plan  qui  les  retient  seront 
égales,  la  première  à la  force  Cl;  la  seconds 
à la  force  DM. 

I I. 

19g.  Si  les  côtés  AF,  BF  du  coin  étant  égaux, 
la  tête  AB  est  parallèle  à la  corde  qui  retient 
les  deux  points  C , D , et  qu’en  méme-tems 
la  direction  de  la  force  P soit  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  AB , 1°  le  coin  ne  tournera 
pas,  parce  que  les  droites  CE , DE,  menées 
par  les  deux  points  d’appui  perpendiculaire- 
ment aux  côtés  du  coin  se  rencontreront  en 
un  point  E de  la  direction  de  la  puissance; 
1?^  Tout  étant  le  même  de  part  et  d'autre  , 
les  forces  CG  , DK  seront  égales  entre  elles  , 
et  chacune  d’elles  sera  la  mesure  de  la  tension 
de  la  corde  CD  ; 5°  En  abaissant  du  point 
F la  perpendiculaire  FN  sur  la  tête  du  coin, 
les  deux  triangles  CCH,  BNF  dont  les  côtés 
seront  perpendiculaires  chacun  à chacun 
seront  semblables  et  donneront. 

CH  : CG  : : BF  : FN. 
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Or  l'on  a 

Q : force  CG  : : CH  : CG; 
et  par  conséquent 

Q : force  CG  : : BF  : FN  ; 
de  plus  on  a aussi 

P : Q : : AB  : BF. 

Donc  en  multij^liant  ces  deux  proportions 
par  ordre , on  aura 

P : force  CG  : ; AB  : FN. 

C’est  à-dire  que  dans  ce  cas-ci  la  puissance  P 
sera  à la  tension  de  la  corde  CD  comme  la 
tête  du  coin  est  à sa  hauteur. 

Nous  ne  ferons  pas  d’application  de  la 
théorie  du  Coin  à l’usage  que  l’on  peut  faire 
de  cet  instrument  pour  fendre  des  corps , parce 
que  dans  cette  circonstance  la  résistance  que 
l’on  doit  vaincre  est  toujours  inconnue  , et 
qu’il  est  inutile  de  connoitre  le  rapport  de 
cette  résistance  à la  puissance  qui  lui  feroit 
équilibre. 

L E M M E. 

200.  Si  des  sommets  B ^ C,  des  deux  an- 
ç^Its  d’un  triangle  on  abaisse  sur  les  côtés 
opposés  les  perpendiculaires  BE , CD , ces 
perpendiculaires  seront  entre  elles  lécipro- 
quemeTit  comme  les  coiés  sur  lesquels  elles 
Seront  abaissées  f c est  à-dire^  que  l’on  aura 

N 


I 
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BE  ; CD  : : AB  : AC. 

Démonstration.  En  considérant  AB  comme 
la  base  du  triangle  , la  perpendiculaire  CD  en 
sera  la  hauteur,  et  la  surface  du  triangle  sera 
Pareillement  en  prenant  AC  pour  la 

base  , la  surface  sera-.-^—^-  donc  on  aura 

2 

les  deux  produits  égaux  ACXl»E=ABXCD  , 
ce  qui  donnera  la  proportion 

BE  : CD  : : AB  ; AC. 

T H É 0\R  É M E. 

F-'g.ioo.  jQj  Lorsque  deux  puissances  P,  Q , sont 
appliquées  aux  faces  ylB^  ylC  d'un  coin 
dont  la  troisième  jace  BC  est  appuyée 
contre  un  plan  résistant  Ai  A;  et  que  ces 
doux  puissances  se  font  équilibre  au  moyen 
de  la  résistance  du  plan  ; elles  sont  entre 
elles  t écipi  oquenient  comme  les  espaces  qu' el- 
les parcourraient  suivant  leurs  dit ections  , 
si  U équilibre  était  infiniment  peu  troublé, 
Dcinoiistration.  Puisque  les  puissances 
P,  Q sont  en  équilibre,  leurs  directions  sont 
perpendiculaires  aux  faces  du  coin  auxquelles 
elles  sont  appliquées  ( i65).  Actuelleineut 
t.upposons  qu'en  vertu  d’un  dérangement 
dvtui!  i’tqmi.bre  le  coin  glisse  §ur  le  pU.u 
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résistant , et  prenne  la  position  infiniment 
voisine  abc  ; et  soit  prolongée  la  direction 
QE  insc^u’  ’à  ce  qu'elle  rencontre  ne  en  e ; il 
est  évident  que  les  petites  droites  Ee  , Dd 
seront  les  espaces  que  les  puissances  auront 
parcourus  suivant  leurs  directions.  Enfin  soit 
menée  An,  soient  prolongées  CA,  ba  jusqu’à 
ce  quelles  se  coupent  quelque  part  en  F , 
et  des  points  A , a soient  abaissées  sur  les 
prolongemeiis  les  perpendiculaires  AH,  aG  ; 
on  aura  évidemment  Ee=Ga  et  D^/=AH, 
Cela  posé  , les  puissances  P , Q étant  en 
équilibre,  elles  sont  entre  elles  comme  les 
côtés  du  coin  auxquelles  elles  sont  appli- 
quées , on  aura  donc  (198) 

P : Q : : Ab  : AC  : 
et  à cause  des  triangles  semblables  ABC,  F 
P : Q : : Fa  ; F A ; 
donc  ( too^  on  aura 

P : Q : : aG  ; AH  , 
et  par  conséquent 

P : Q : : Ee  : DJ. 

Donc...  etc. 

102.  Nous  avons  vu  que  la  proposition  analo-  ' 
gue  a lieu  dans  l’équilibre  de  toutes  les  machi- 
nes que  nous  avons  consîd 'r^es.  En  suivant  la 
même  marche , on  pourroit  démontrer  diiecte- 
ment  que  lorsifati  deux  puissances  se  funt 
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équilibre ^ au  moyen  des  points  d’appui  que 
présente  une  machine  quelconque^  elles  sont 
entre  elles  réciproquement  comme  les  espaces 
qu  elles  parcourroient  suivant  leurs  direc- 
tions , si  V équilibre  Ctoit  infiniment  peu  trou- 
blé. Au  moyen  de  cette  proposition , il  sera 
facile  de  trouver  dans  La  pratique  le  rapport 
qui  doit  être  entre  une  puissance  et  une  ré- 
sistance appliquées  à une  machine  proposée  , 
pour  que  ces  forces  soient  ^en  équilibre  , 
abstraction  faite  des  frottemens  et  des  autres 
obstacles  au  mouvement. 


FIN. 


De  l’inipiimerie  de  POUGIN,  rue  des  Pères  , n°  g. 
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